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Universos de uma Uunica componente

Num Universo homogéneo e isotropico, a relagéo entre a densidade de energia €(t), pressao P(t) e
fator de escala a(t) é dada pelas equagdes de Friedmann, de fluido e de estado.

Equacao de Friedmann:
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Equacao de Fluido:

£+ 33(£+ P)=0
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Equacao de estado:

P=me

Vimos no capitulo anterior que podemos considerar que o Universo tem 3 componentes:

Matéria=>w =0
Radiacdo => w =1/3
Constante Cosmologica => w = -1

Podemos, entdo, escrever a densidade de energia como uma soma de suas componentes, onde o
indice w representa cada componente:
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Bem como a presséo:



A equacéo do fluido entéo fica, para cada componente:
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Multiplicando por dt e dividindo por ey,
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Integrando de um tempo t até o tempo atual ty:

Ine,, —Ins, = -3{(1+ w)(Ina, - Ina)

=3(14m)
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A densidade de energia, para w > -1 decresce com o tempo. Como para a matéria, w = 0 e para a
radiacao w = 1/3, entao:
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Ja para a constante cosmoldgica, a densidade de energia € constante, ndo é fungao do fator de
escala a :

g (@)=¢,,



Por que ocorre a diferenga acima entre a dependéncia da densidade de matéria e de radiagéo
com o fator de escala a?

Escrevendo ¢ = nE, onde n é a densidade de particulas e E a energia média de cada uma:

nNeca™ num Universo em expansao, assumindo que as particulas ndo sao criadas nem

destruidas. Assim quando o Universo se expande, por exemplo, de um fator 2 (a(t) =>a(t’)= 2a(t)),

a densidade de particulas cai com 273

1
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A dependéncia da densidade de energia da matéria no fator de escala é a mesma da densidade
de particulas, ja que energia das particulas nao-relativisticas se mantém constante com a
expanséao do Universo:

&m(@) =nE =n{mc?)ca™

Porém a energia dos fotons tem a dependéncia:

Entdo, a densidade de energia dos fotons fica :—:r(a)ma_‘

sejam criados nem destruidos.

, ha hipétese de que os fétons nao

Sera isto verdade? A rigor ndo, pois temos fétons sendo criados dentro das estrelas. Por exempilo,

o Sol emite cerca de 10*° fétons por segundo. Mas qual sera a densidade de energia de todos os
fétons produzidos pelas estrelas no Universo?

Usando o resultado de que a densidade de luminosidade das galaxias é: nL = 2x108L¢Mpc3 ~
2,6x10733Wm3, e assumindo que as galaxias tenham tido esta luminosidade por todo o tempo de
Hubble (ty = 13,7 Giga-anos=4,41" 10173), a densidade de energia em radiacdo emitida pelas

estrelas sera:



€.~ ALty = 26x107"Wm™ x4,41x10" s

€= "114x1 07"Jm™ ~ 0,00MeVm™
Mas a densidade de energia da radiag&o de fundo é:

Ecunn = AT = 4,17x107*Jm™ = 0, 260MeVm

Entao:

0 _ 0 027 ~ 3%
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Uma estimativa mais rigorosa leva a um valor de cerca de 10%. Portanto, € uma aproximagao
valida considerar que a densidade de energia em radiacdo € igual a da CMB, desprezando a
contribuicdo da radiagao das estrelas.

A radiacao césmica de fundo é proveniente de uma época em que o Universo era quente, denso e
opaco aos fotons. Numa época um pouco anterior, 0 Universo era opaco aos neutrinos. Como
consequéncia ha um “fundo césmico de neutrinos”, cuja densidade de energia € comparavel a dos

fétons.

Densidade de energia de cada tipo de neutrino:
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Considerando os 3 tipos de neutrino resulta:

g, =3x0,227¢.,5 =0,681c,,5

A energia média por neutrino € comparavel com a energia média dos fétons. Vimos quando
discutimos a radiagédo de fundo que a energia média dos fétons é:

E,)=6,34x10""eV

E a energia média por neutrino é:



E,y=5x10""eV

Para um tempo qualquer t, a energia média por neutrino é inversamente proporcional ao

comprinto de onda equivalente, e portanto a a'l:
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Isto vale para o caso relativistico, ou seja, no qual a energia do neutrino E, > mvc Quando a
energia cai para ~ mvcz, o neutrino faz a transicédo de “radiacéo” para “matéria”.

Estes neutrinos césmicos de fundo ainda ndo foram detectados. A tecnologia atual somente
permite detectar neutrinos com E > 0,1 MeV, que sdo muito mais energéticos do que os neutrinos
cosmicos de fundo.

Se os neutrinos realmente forem relativisticos, ou com massa muito pequena, da ordem de mV02

<< 5x10° eV, entdo a densidade de energia da radiacdo sera composta pela parte
correspondente a radiagao e pela que corresponde aos neutrinos:

Em termos do parametro de densidade, obtido dividindo a expressao acima pela densidade critica

de energia na época atual e; n=5200 MeV m-3::
Q5 =Ccypo+ 2,0 =50x 107°+3,4x10° =8 4x10™°

A densidade de energia do fundo de microondas € bem conhecida e sabemos, também, o valor
tedrico do fundo de neutrinos. O que ainda ndao se conhece bem é a densidade de matéria nao-
relativistica, bem como a densidade de energia da constante cosmologica. Evidéncias

(observagdes) atuais indicam: Q. g = 0,3 € Qp o = 0,7. Definine-se o “Modelo Padréo” como sendo

aquele em que Qn, 0=0,3, Qp0=0,7 € Q; o = 8,4 x 10™. Como Q = Omo+ Qao T Qrp = 1 neste

modelo, ele corresponde a um modelo plano (k = 0).

No “Modelo Padrao” entao:
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No Universo atual, a constante cosmoldgica domina sobre a matéria, mas no passado, quando
a(t) < 1:
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As duas densidades de energia se igualaram quando:
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Ou seja, quando o Universo tinha 3/4 do tamanho atual.

Comparando agora a densidade de energia em matéria e em radiagao na época atual:

Emﬂ=£)lll,l]= 0)3 mamn
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Lembrando que isto vale se os neutrinos cosmicos de fundo sao ainda relativisticos hoje. Isto
significa que a matéria domina a radiagéo hoje. Mas no passado:
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Qual o valor de a na época que g,(a) = €(a) ?

Em_(i"')=Emna=9mni.,=1_;,,am=’Qr,n=3’4"1“_5m 1 _28x10
5{(a) & L 1PN O 0,3 3600

Ou seja, quando o Universo tinha 1/3600 de seu tamanho atual. Nesta época, a energia média por

neutrino seria E,, = (5’10‘5)/a (3600)(5x10'4 eV) = E, = 2eV se ele for relativistico. Ou seja: se m\,c2



<< 2 eV ele seria relativistico na época em que a = 1/3600. Seria “radiacdo” naquela época,
mesmo se for “matéria” hoje.

Em suma: o Universo contém diferentes componentes com valores diferentes de w. A equacéo:
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diz que, no limite em que o fator de escala a tende a zero, a componente dominante é a que tem
maior valor de w. Das componentes conhecidas, o maior w = 1/3 (da radiag&o), intermediario w =
0 (matéria) e menor w = -1 (constante cosmologica). O menor w domina atualmente. Quando a
tende a infinito, domina a componente com w menor. Entramos, recentemente, numa época
dominada por A\, a constante cosmoldgica.

Tanto o fator de escala “a” como o redshift sdo usados como indicadores de tempo cdésmico. Por
exemplo: a época em que houve a equiparticdo matéria-radiagdo ocorreu no redshift 1+z = 3600,
quando a = 1/3600. Isto também significa que a radiagcdo que foi emitida naquela época é
observada atualmente em Ag = Agm(1 + z), ou seja, com um comprimento de onda 3600 vezes

maior..

Se quisermos usar diretamente o tempo t ao invés de a e z temos que resolver a equacao de
Friedmann:
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Para cada componente, o primeiro termo do lado direito da equagao acima tem uma dependéncia
diferente no fator de escala “a”. Para a radiagédo o termo fica a?, para a matéria cc ale para a

constante cosmoldgica a’, enquanto que o termo de curvatura ndo depende de a.

A solugéo da equacgao acima para um modelo com todas as componentes nao fornece uma forma
analitica simples para a(t). Por isto é util resolver a equagao separadamente para cada
componente.

O caso de Universos planos (k = 0)

Para um Universo plano, com Kk = 0 e uma s6 componente, a equagao de Friedmann fica com uma
forma simples:



Se fizermos:
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Com solucéo:
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A ldade do Universo ty e a constante de Hubble H seré&o:
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Assim, para w > -1/3, o Universo € mais jovem que o tempo de Hubble.

Exemplo: w = 0 (matéria), ty = 0,66H.

Da mesma forma, para w < -1/3, o Universo € mais velho que o tempo de Hubble.

A densidade de energia sera:
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Porém, num Universo plano, a densidade de energia é igual a densidade de energia critica. Da
Equacao de Friedmann:
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E sendo ty:



t, - Hy™!
: 3(1+ w) g
Escrevemos:
7
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Exercicio: Utilizando a definicdo para o tempo de Planck, comprimento de Planck e energia de
Planck, mostre que:
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Podemos calcular o tempo de emissdo de uma fonte de luz a um redshift ‘z’ num Universo plano:
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E a distancia propria atual sera:
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Fazendo uma mudancga de variavel:
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Assim, para w # -1/3:
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Distancia do Horizonte: dp(tn) R 1+3c0[ (1+Z) ]

E a maior distancia prépria que pode ser observada, e corresponde & distancia prépria de um
objeto que emitiu luz em t = 0 e s6 agora esta nos atingindo:

Assim, a Distancia do Horizonte em um Universo plano é:

2
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Para um Universo dominado pela matéria, a distancia do horizonte € o dobro da distancia de
Hubble. O horizonte delimita o Universo visivel para um observador; o Universo visivel é formado
por todos os pontos do espago que tiveram ja tempo de enviar informacéo, ou seja, que estéao
causalmente conectados. O que acontece além do horizonte ndo afeta o observador. Para w =
-1/3 a distancia do horizonte é infinita, poder-se-ia observar todo o Universo!

Universo plano com matéria somente



Considerando Universo plano e sé com matéria nao relativistica.

Idade do Universo:
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Distancia do Horizonte:

Distancia propria em tg:

Distancia propria no tempo da emissao:

dn(ie)=3[19)%“[1—(1+Z)_%]=é%[1—(1+z)_%]

Universo plano com radiagao somente

Vimos que a densidade de energia em matéria era igual a densidade de energia em radiagao para

4 3

(1+z) = 3600. Antes disso, a radiagdo domina, umavez que &, a © € g, wa .
Uma boa aproximagao para o nosso Universo na época do dominio da radiacdo € um Universo

plano com somente radiacdo. Neste caso, w =1/3:

Idade do Universo:



Distancia do Horizonte:
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Fator de escala em fungéo do tempo:

Distancia propria em tg:
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Distancia propria no tempo da emissao:

Densidade de energia:

e (a)=ga =g, [tir
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Onde, para a densidade de energia, ja tinhamos observado que o resultado € o mesmo

independente de w.

Podemos obter uma expressao para a evolugao da temperatura no inicio do Universo em fungao
do tempo usando a relagdo de corpo negro entre a densidade de energia e a temperatura dada



por g, = aT4. A densidade de energia inicial era 3/32 a densidade de energia de Planck

Onde:
Temperatura de Planck: T, = 1,4 x1032 K
Energia média por foton: Epeq (t) = 2,70 KT

Substituindo o valor de T obtido:
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A densidade de fétons pode ser obtida dividindo a densidade de energia pela energia média dos
fétons:
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Conclui-se que a densidade de enelgﬁgf%m @ média por féton e a densidade de fétons tende ao
infinito quando t tende a zero, mas a teo id €6 vale para tempos maiores do que o tempo de
Planck; este € o menor tempo que tem sentido na relatividade geral.



Universo plano com constante cosmolégica somente:

Seja, na equagao de Friedmann, w = -1:
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Sabendo que €p é constante com o tempo, e usando — =H;, poderemos escrever:
a

B'n:Gah 142
Hn: 32

Ou seja,

Portanto,
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a(t) cresce exponencialmente com t!
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Distancia propria:
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Distancia propria no tempo da emissao:
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