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Capitulo 1

Variaveis aleatorias e
distribuicoes de probabilidade

1.1 O conceito de probabilidade e propriedades
fundamentais

Faremos, neste primeiro capitulo, uma introducao rapida dos conceitos fun-
damentais da teoria das probabilidades, que é a metodologia mateméatica
bésica para poder desenvolver os conceitos fisicos que iremos estudar neste
curso. A seguinte discussdo estd baseada no classico livro de Gardiner [1],
nas notas do curso de teoria de probabilidades de Marinari e Parisi [2| e no
livro de Céceres [4]. Todo ao longo do curso iremos fazer referéncia também
ao Feller [3|, que é um dos melhores livros sobre probabilidades e aplicagoes.

A nocao de probabilidade de um evento é intuitiva, e nés fazemos uso
dela no nosso dia a dia. No entanto, para fins de sistematizar a aplicacao
de um conceito, é necessario definir ele de forma mais ou menos precisa. A
definicao mais tradicional e intuitiva de probabilidade é a freqiiéncial que diz
mais ou menos o seguinte: quando jogamos uma moeda a cara ou cruz, se diz
que o resultado “cara” tem probabilidade 1/2 se fy, o nimero de vezes nos
quais “cara” apareceu dentre N lances, dividido pelo numero total de lances
efetuados, tende a 1/2 quando N tende a infinito.

Outro ponto de vista é o chamado subjetivista, segundo o qual a probili-
dade de um evento indica uma “previsao” sobre o mesmo, condicionada sobre
a nossa ignorancia. Consideremos por exemplo a seguinte afirmagao: A pro-
babilidade de chuvas nos préximos dias é de 30%. A interpretacao freqiiéncial
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nao é aqui tao intuitiva, em tanto que a interpretacao subjetivista seria: “Te-
mos dados suficientes para afirmar que, se fizermos uma previsao assim 10
vezes e acertarmos em 3 delas, o resultado é considerado aceitavel”. E claro
que ambas interpretagoes devem ser equivalentes, e por tanto devem nos levar
as mesmas conclusoes.

1.1.1 Axiomas basicos

Podemos fazer uma formulacao axiomética da teoria das probabilidades, de
forma que podemos deducir toda a teoria a partir de um conjunto pequeno de
axiomas, que definiremos a seguir. A linguagem da teoria de conjuntos tam-
bém é uma ferramenta muito util para formular principios basicos da teoria.
Consideremos um caso simples no qual os eventos podem ser caracterizados
por um numero inteiro n. Suponhamos que estes eventos sejam:

e mutuamente excludentes, e que
e em cada realizagao um e somente um deles se verifique.
Indicando com p,, a probabilidade do evento n-ésimo, se deve verificar que:
1. p, >0 Vn
2. 3. pn=1

3. A cada subconjunto A dos numeros inteiros, a probabilidade de que
algum evento pertencente a A se verifique é dada por:

P(A) =" pn

neA

As seguintes conseqiiéncias destes trés axiomas sao importantes:

e Se A é o conjunto complementario de A, entdo:

P(A) =1 - P(A) (1.1)

P0)=0
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P(I) =1

P(AUB)=P(A)+ P(B)—- P(ANB),

onde () é o conjunto vazio e I é o conjunto de todos os inteiros. P(A U B)
é a probabilidade de que aconteca um evento do conjunto A, ou um evento
do conjunto B, ou ambos. P(A N B) é a probabilidade de que aconte¢a um
evento do conjunto A e um evento do conjunto B (probabilidade conjunta).

1.1.2 Probabilidades Condicionadas e Teorema de Bayes

As vezes estaremos interessados em conhecer a probabilidade de um conjunto
L, condicionado a formar parte de um outro conjunto M. Consideremos uma
populagao de N individuos, dos quais M sao mulheres e L sao loiras. As pro-
babilidades de que um individuo particular seja mulher e a probabilidade de
que um individuo seja uma mulher loira sao, respectivamente: P(M) = M/N
e P(L) = L/N. Agora consideremos a probabilidade de que um individuo,
que sabemos é uma mulher, seja loira. Esta probabilidade é L/M. Assim
podemos definir a probabilidade condicionada de um evento L, sabendo que
outro evento M é certo, na forma:

P(LNM)

P(LIM) = —pam

(1.2)
onde deve acontecer necessariamente que P(M) # 0 e a probabilidade con-

junta P(L N M) = L/N. Para dois conjutnos qualquer L e M, também ¢é

valida a relacao
P(MNL)

P(M|L) = 1.3
(MID) = =5 (13)
Das dois ultimas relacoes surge o Teorema de Bayes que diz que
P(L|M) P(M)
P(M|L) = 1.4
(ML) = =H5 (1.4)

e define uma espécie de “reversibilidade” nas probabilidades condicionadas.
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1.1.3 Independéncia estatistica

No contexto da teoria das probabilidades, dizemos que dois conjuntos de
eventos A e H sao independentes se a probabilidade de qualquer evento em
um dos conjuntos nao esta condicionado pelos eventos do segundo conjunto.
A partir de (1.2) obtemos, neste caso:

P(AN H) = P(A) P(H). (1.5)

No caso mais geral em que temos uma série de conjuntos A, B, C, ... estatis-
ticamente independentes, devemos estender a condi¢ao anterior para todos
os possiveis pares de conjuntos. Facilmente podemos mostrar que a condicao
de independéncia estatistica ¢ em geral dada por:

P(ANBNCN...)=P(APB)PC)... (1.6)

1.1.4 Variaveis aleatorias

De forma mais geral, se os eventos A;, A, ... de um conjunto A sao identi-
ficados com um nimero real x, podemos interpretar esses eventos como o0s
possiveis valores de uma variavel aleatéria X. A introducgao de variaveis
aleatorias simplifica consideravelmente o calculo de valores médios e outras
propriedades estatisticas que serao definidas através de funcoes de varidveis
aleatorias.

Ezemplo: Vidros de spin

Um vidro de spin ¢ um material magnético, no qual momentos de dipolo
estao localizados em posi¢oes ao acaso numa matriz nao magnética. Um mo-
delo béasico de vidro de spin (conhecido como modelo de Edwards-Anderson)
estd definido pela seguinte fungao energia:

H = Z Jij S; Sj (17)
(i)
onde s; é a variavel que representa a componente z do momento de dipolo no
sitio i-ésimo de uma rede cristalina e J;; representa a intensidade da interacao
entre o par de dipolos ou spins s; e s;. Como os dipolos estao localizados
em posicoes aleatorias, os valores das energias de interacao .J;; podem ser
consideradas como variaveis aleatorias. Elas sao determinadas no modelo de
acordo com uma certa probabilidade, por exemplo
2
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A possibilidade de que a interacao J;; possa tomar valores positivos ou nega-
tivos introduz um efeito interessante no sistema, chamada, frustracao, porque
dada a matriz de interacoes de pares de spin, nao é possivel minimizar simul-
taneamente a energia de todos os pares. Sendo assim o sistema fica frustrado.

Se os possiveis valores da variavel aleatoria X sdo numerables {z1, zs, ...}
se diz que a variavel aleatoria é discreta. Quando o conjunto de valores
possiveis é um intervalo continuo, por exemplo z € [a, b] se diz que a variavel
aleatoria é continua. No caso discreto, de acordo aos axiomas vistos antes,
cada evento x1, s, . .. tera associada uma probabilidade P(z1), P(x2), etc, de

forma que
ZP(:cn) =1 (1.9)

No caso em que somente um evento x, seja certo, enquanto nenhum outro

pode ocorrer, temos que
P(zn) = Onp,

onde 9, , ¢ a Delta de Kronecker.

Quando a variavel aleatoria é continua nao podemos mais aplicar a condi-
¢ao (1.9) e é necessario extender o formalismo e passar a um limite continuo
definindo uma probabilidade diferencial P(x;) dx; que se interpreta como
a probabilidade da varidvel z tomar um valor no intervalo diferencial dz;. A
probabilidade assim definida tende a zero quando o intervalo dz; — 0, ou em
outras palavras, a probabilidade de um numero isolado xy é zero quando a
variavel aleatoria é continua. Com esta definicao de probabilidade continua
podemos interpretar a quantidade P(x) como a distribui¢ao de probabi-
lidade da variavel z. A quantidade P(x) nao é uma fun¢ao usual, mas uma
funcao generalizada ou distribuicao, ja que a variavel é aleatoria. De acordo
com a definicao, se a variavel z estd definida num dominio D a condicao de
normalizacao é

/ Pla)dr =1 (1.10)

Neste caso continuo, se apenas um evento x, ¢ certo e nenhum outro pode
acontecer, a densidade de probabilidade de este evento se escreve

P(z) = §(x — ),

onde §(x — z,) é a Delta de Dirac. A Delta de Dirac é uma funcao genera-
lizada, e dentre as propriedades que a distinguem das fung¢oes normais uma
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das mais importantes é que as funcoes generalizadas somente fazem sentido
quando consideradas debaixo do simbolo integral, por exemplo

[y = [ 8z = 2,) f(2) da. (1.11)

A matematica envolvida ao considerar distribui¢oes de probabilidade sao
tratados no ramo da matemaética conhecido como teoria da medida.

1.2 Distribuicao conjunta

Sejam x e y duas variaveis aleatorias. A probabilidade de que x se encontre
no intervalo [a, b] e y no intervalo [c, d] é dada por:

/ab/ch(:p,y) dx dy (1.12)

onde P(x,y) é a densidade de probabilidade conjunta de x e y (probabili-
dade da intersecao dos dois conjuntos de eventos, na linguagem de teoria
de conjuntos). Integrando respeito de uma das variaveis podemos obter a
distribui¢cao marginal da outra:

P(x) = /P(:c,y) dy (1.13)

P(y) = /P(x,y) dx (1.14)

Se as variaveis aleatorias x e y sao independentes entao:
P(z,y) = P(x) P(y) (1.15)

Se z = f(z,y) e P(x,y) é a distribuigdo conjunta de z e y, entdo a
distribuicao de z é dada por:

P() = [ [ = f(e,9)) Pla,y) dudy (1.16)

1.3 Algumas distribuicoes importantes

e Distribuicao binomial
Consideremos uma moeda assimétrica, na qual a probabilidade de tirar
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cara seja p e probabilidade de obter cruz seja ¢ = 1—p. A probabilidade
de obter m caras depois de N jogadas da moeda seré:

Pm = < Z )p’” g (1.17)
onde v Nl
( " ) = m (1.18)

(1.17) é a distribui¢ao binomial.

e Distribuicao de Poisson
Muitas vezes é necessario considerar a probabilidade de ocorréncia de
eventos tais que p é muito pequena, mas no entanto quando N — oo o
produto N p = X é uma constante finita. Considerando esse limite se
obtém uma aproximagcao da distribuicao binomial:
A"

onde A > 0 é um parametro. (1.19) é a distribui¢ao de Poisson.

Nas duas distribuicoes anteriores a variavel aleatoria m pode tomar va-
lores inteiros nao negativos m = 0,1,2... N, é uma varidvel aleatoria
discreta. Quando a variavel aleatéria pode assumir valores continuos
reais ja vimos que podemos definir uma densidade de probabilidade
P(z), sendo P(x) dx a probabilidade da variavel 2 assumir um valor en-
tre x e x +dx. Dessa forma a probabilidade da variavel tomar qualquer
valor num intervalo [a, b] é dada por:

b
/ P(z) dz (1.20)
Exemplos de distribui¢oes continuas sao:

e Distribuicao gaussiana

P(z) = Wexp<—2%> (1.21)

onde ¢ é um parametro.
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e Distribuicao de Laplace
E definida por:

Pla) = % exp <—%> (1.22)

e Distribuicao de Lorentz
A distribuicao de Lorentz, ou lorentziana é definida por:

a

m(a? + z2?)

P(z) = (1.23)

Uma caracteristica importante desta distribuicao é o decaimento algé-
brico com z, a diferena dos decaimentos tipo exponencial da gaussiana
e da distribuicao de Laplace. Como conseqiiéncia disto o segundo mo-
mento ou largura da distribui¢ao é infinito, diverge (ver se¢ao seguinta
para a definigdo de momentos de uma distribuicao).

Com a ajuda da funcao Delta de Dirac podemos expressar uma distribui-
cao discreta por meio de uma densidade continua:

P(z) =) pm 6(x —m) (1.24)

1.4 Valor esperado e momentos de uma distri-
buicao

Seja z uma variavel aleatoria discreta que pode tomar valores {z;,i =1...}
com probabilidade P; = P(z;). Quando a série é absolutamente convergente,
se define o valor esperado de x como:

(z) =) @ P (1.25)
Em geral, podemos definir os valores esperados de fungoes da variavel alea-

toria x:
(f(x)) = Zf(ﬂfz) B (1.26)

O caso particular f(x) = z nos da o valor esperado da propria variavel.
Estas defini¢oes se generalizam de forma trivial para o caso no qual a variavel
aleatoria pode tomar valores num intervalo continuo. Vamos continuar nesta



Daniel A. Stariolo - IF-UFRGS - 2006 9

secao considerando apenas o caso continuo, mas tendo presente que o caso
discreto é imediato.

O momento de ordem n de uma distribuicao de probabilidades é dado
por:

<" >= /;1:” P(z)dx (1.27)

O momento de ordem 1, (z) corresponde ao valor esperado ou valor médio
da variavel z. O desvio quadratico médio ou variancia ¢ dado por o2 =
{(z — (x))?), e representa uma medida da largura da distribuicao. A raiz
quadrada desta quantidade, ou seja, o é conhecida como desvio padrao.

Se f(x) é qualquer funcdo da variavel aleatoria continua x, entdo a média
de f(z) é definida por analogia com (1.26):

< f(z) >:/f(x)P(x) d (1.28)

1.5 Funcao caracteristica

Alternativamente, podemos caracterizar uma, variavel aleatéria por meio do
desenvolvimento de Fourier da distribuicao de probabilidades. A funcao ca-
racteristica g(k) de uma variavel aleatoria = é definida como:

glk) = /DP(:c)e"kxdaz (1.29)
— <€zkz>

Alternativamente, ela pode ser interpretada como o valor médio da funcao
e*®. Se os momentos da distribui¢io (z") existem, a fungao caracteristica
admite desenvolvimento em série de Taylor no entorno de k£ = 0:
glk) =3 ~—— (") (1.30)
n=0 n:
A funcao caracteristica permite determinar todos os momentos da distribui-
¢ao, que sao dados por:
1 dr
") = ——g(k)|p=o- 1.31
(") = =g () (1.31)
Desta relagao fica estabelecido que nos casos em que g(k) ndo seja diferencia-
vel em k& = 0, um ou alguns momentos podem nao estar definidos. Exemplos
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de distribuicbes onde momentos nao estao definidos sao a distribuicao de
Lorentz e distribuicoes do tipo Lévy, cuja caracteristica fundamental é um
decaimento algébrico da densidade de probabilidade para grandes valores da
variavel, do tipo .

Exemplo: Distribuicao de Weierstrass
Dada uma variavel aleatoria discreta s, se define a probabilidade de Wei-
erstrass na forma [4]:

P(s

1
—n s ,bn —|— 58,7b") (132)

s

ondea > 1eb > 1. Esta distribuicao é do tipo Lévy, e tem propriedades inte-
ressantes no contexto de caminhadas aleatorias, nas quais, se interpretarmos
a variavel s como o comprimento de um salto, vemos que a probabilidade
de dar um salto de comprimento s = 0" decai como 1/a”, e por tanto de-
caird muito rapidamente, algebricamente, se o fator 1/a for muito pequeno
(a > 1). Uma caminhada aleatoria deste tipo estard dominada por eventos
ou saltos muito largos de probabilidade muito baixa.

Podemos verificar que o segundo momento da distribuicao diverge se b* >

=Y $P(s)=

A funcao caracterisitca da distribuicao de We1erstrass estd bem definida, é
continua em todo o eixo real e se conhece como fun¢ao de Weierstrass [5].

a:
o)

(b°/a)". (1.33)

1.6 Soma de variaveis independentes

Muitas vezes temos que fazer uma analise de varidveis que sao a soma de
variaveis aleatorias independentes, por exemplo, na repeticao de um expe-
rimento idéntico. Consideremos o processo y = x1 + Z3, onde x; € Ty Sa0
variaveis independentes. E facil mostrar que a funcio caracteristica do pro-
cesso y é dada por:

G(k) = g1(k)g2(k) (1-34)
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onde g;(k) e g2(k) sdo as fungoes caracteristicas dos processos x; e Ty res-
pectivamente. Partindo da definicdo de funcao caracteristica:

G(k) = /eiky P(y) dy =< e+ etz > (1.35)
Mas como z; e x5 sao independentes:
< ehmgthrz > — < okt 5 < R 5 — g (K) go(K) (1.36)

Este resultado é trivialmente generalizével no caso de uma soma de N varié-
veis aleatorias independentes y = YV | x;, em cujo caso:

G(k) = g1(k)ga2(k) - .. gn (k). (1.37)

A partir das propriedades anteriores e das propriedades da fun¢ao caracte-
ristica é facil mostrar que a média e a viariancia de uma variavel que é soma
de variaveis independentes sao dadas por:

(y) = ;w (1.38)
) - () = A< 0 > — <> (1.39)

Ezemplo: Ensaios de Bernoulli

O exemplo utilizado no inicio, da moeda assimétrica, é um caso particular
de um experimento muito geral e comum, chamado ensaios de Bernoulli.
Consideremos N experimentos idénticos, nos quais podem ocorrer apenas
dois eventos por ensaio, A ou B. Seja p a probabilidade de ocorréncia do
evento A e ¢ = 1—p a probabilidade do evento B. Uma forma de determinar a
probabilidade Py(m) de que A ocorra m vezes é considerar N destes eventos
e definir N variaveis aleatorias independentes z;, ¢ = 1... N que podem
valer 1 caso ocorra A ou 0 caso ocorra B. Entao o problema é determinar a
distribuicao de probabilidades da variavel:

m=x,+x9+...+2aN (1.40)
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A funcao caracteristica da variavel m é:
G(k) = Py(m) e (1.41)

Como as variaveis x; sao independentes:
G(k) = [g(k)]™ (1.42)
onde g(k) é a funcao caracteristica de cada uma das variaveis x;, dada por:
g(k) =< i >=pe* 1 ¢ (1.43)
Entao,
G(k) = (pe™ + )" (1.44)

Usando a expansao binomial obtemos:
(N o N
G(k) = mEZO < m )p e™™ q (1.45)

que comparando com (1.41) da

m

Py(m) = ( v )pm gV (1.46)

1.7 Transformacao de variaveis aleatorias

Estamos interessados em saber como a distribui¢do de probabilidade P(x)
da variavel aleatoria = se transforma frente a uma transformacao da variavel,
do tipo y = f(x). Vamos supor f(z) conhecida e cuja inversa pode nao ser
tinica. Se a transformacao for mono6tona, ou seja, x = h(y), h = f1, a lei
de transformacao para a distribuicao é dada simplesmente pelo Jacobiano da
transformacao:

P(y) = P(h(y)) |dx/dy| (1.47)

No caso geral, se = h;(y), onde h; é uma das transformagoes inversas, se
pode mostrar que

T

P(y) = P(hi(y)) |dx/dy|o—n,w (1.48)

j=1
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no caso em que a transformacao f tem r funcoes inversas.

Ezxemplo: Distribuicao de Boltzmann
Seja P(v) a distribuicao das velocidades de uma particula livre num am-
biente a temperatura 7"

2

P(v) = \/m/2rkpT exp <—2TZ;’T> (1.49)

Queremos calcular a distribui¢ao de probabilidades da energia: P(E). Como
E = tmv? = f(v), observamos que temos duas raizes:

v12(E) = fi3(E) = £\/2E/m (1.50)

Entdo |f'(v)|v=, = |[mv;| = +v2mE. Usando este resultado e (1.49) e
(1.48), podemos escrever

P(E)= 3 P(f;i (E)f' (), (1.51)

§=1,2

e substituindo obtemos finalmente:

Ey 1 1 E
P(E) = 2\/m/2nkpT <— ) - <——)
(E) =2ym/2mkpTexp\ =17 ) e = g P\ "7

(1.52)
que é a conhecida distribuicao de Boltzmann das energias no equilibrio ter-
modinamico.

1.8 Leil dos Grandes Numeros e o Teorema do
Limite Central

Consideremos uma sequéncia de N variaveis aleatorias x; independentes e
identicamente distribuidas. A lei dos grandes ntimeros diz que:

1 N
N dxi—a para N — oo (1.53)
i=1

onde a =< x; > é a média da distribuicao comum das variaveis x;. A lei dos
grandes nimeros permite interpretar uma probabilidade como a freqiiéncia
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de um evento. No caso dos ensaios de Bernoulli a freqiiéncia do evento A é
f=m/N. Por outro lado a =< x; >= p é a probabilidade de ocorréncia de
A. A lei dos grandes niimeros garante entao que f = p quando N — oo.

O Teorema do Limite Central (TLC) afirma que a variavel aleatoria z
definida por:

> ai— ] (1.54)

NUZ |J 1

possui uma densidade de probabilidade gaussiana:

_ 1 —z2/2

P(z) = \/ﬁe (1.55)
no limite N — oo. As unicas condicoes para a validade do teorema sao que
existam a média a e a variancia o. O teorema do limite central nao se aplica,
por tanto, a uma distribuicao como a de Lorentz. No entanto existe uma
generalizacao do TLC que define familias de variaveis aleatorias cuja soma
tende a distribuicoes do tipo Lévy. Isto leva a considerar bacias de atracao
no espaco de distribuicoes, com distribui¢oes atratoras, como a Gaussiana e
as distribuigoes de Lévy.

1.9 Funcao geratriz

Para distribui¢oes de probabilidade discretas, a fungao geratriz G(z) se define
como:

= pmz" (1.56)
m=0

A série converge pelo menos para —1 < z < 1. Derivando respeito de z e
calulando as derivadas em z = 1 podemos obter os momentos da distribuicao:

= ilmpm = (m) (1.57)
G (1) = f:zm (11— 1) p = {m?) — (m) (1.58)

Por exemplo, a funcao geratriz da distribuicao binomial é:

Z( ) TN = (pz + )Y (1.59)
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Fazendo as derivadas e evaluando em 1 obtemos a média (m) = Np e a
variancia (m?) — (m)? = Npq .
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1.10 Lista de exercicios

1.

Considere uma caixa C7 que tem 3 bolas azuis e 1 branca, e outra caixa
C5 com 2 bolas azuis e 1 branca. Se escolhe ao acaso uma das caixas,
e enseguida se extrai uma bola dela. Qual a probabilidade de extrair
uma bola azul ?

Considere as familias que tém exatamente dois filhos. Dado que uma
familia tem um filho homem, qual a probabilidade do segundo filho ser
também homem ?

Considere agora as familias com trés filhos. Qual a probabilidade da
familia ter filhos de ambos os sexos 7 Qual a probabilidade de ter,
no maximo, uma menina ? Qual a probabilidade de ambos eventos
acontecerem simultaneamente? Que pode dizer sobre a independéncia
estistica destes eventos 7

Responda as mesmas perguntas do exercicio anterior no caso de familias
com dois filhos. Quais conclusoes vocé pode tirar da comparacao dos
dois casos ?

Calcule a normalizacao de uma distribuicao gaussiana com suporte nao
negativo e valor mais provavel z,.

Suponha que a taxa normal de infecdo de um doenca seja de 25%.
Para testar uma nova vacina sao infestados n animais sadios. Qual
a probabilidade de exatamente k£ animais ficarem livres da infecao 7
Numa populagao de 10 animais, qual a probabilidade de todos ficarem
livres 7 e de 1 apenas pegar a doenca ? QQuais seriam as respostas se a
populacao fosse de 100 animais ?

A probabilidade de que uma maquina tipografica cometa um erro de
sintaxe é baixa, mas fixa. Um livro de n paginas contém , em média,
A erros por pagina. Estime a probabilidade de que pelo menos uma
pagina contenha mais de k erros.

Mostre que a funcao caracteristica da distribuicao gaussiana:

Plz) = \/2;78}@ @%) (1.60)




Daniel A. Stariolo - IF-UFRGS - 2006 17

10.

onde z € [—o0, +00] é dada por:
: o?
G(k) = exp | ikp — ?k (1.61)
Mostre que a funcao caracteristica da distribuicdo gamma:

P(x) = —— a7, zel0,00],{bct >0  (1.62)

b
(c — k)b
Note que P(x) tem suporte ndo negativo. O caso b = 1 corresponde a

distribui¢ao exponencial. A partir de G(k) mostre que o momento de
ordem n é dado por:

G(k) = (1.63)

(27) = bb+1)---(b+n—1) (1.64)

Cn

e a variancia é dada por:

b
o = {(z — ()?) = > (1.63)
Calcule a funcao caracteristica da distribuicao de Weierstrass:
a—1 31
P(s) = — (Ospn + 05 _pn 1.66
()= 50 2 g Ooar 600 (1.66)

onde a > 1eb > 1. Qué pode dizer sobre a continuidade da funcao ?
Calcule as derivadas primeira e segunda e determine os dois primeiros
momentos.



Capitulo 2

Movimento Browniano I:
Caminhadas aleatorias e a
equacao de difusao

Uma vez assumido o carater estatistico da descricao do sistema é muitas
vezes 1til pensar que o mesmo (uma particula suspensa na superficie de
um fluido ou um ponto num espaco de fases complexo) esta sujeito a forgas
de origem determinista (as forgas usuais) e outras de origem estocéstica.
Estas tltimas surgem de fazer uma descricao fenomenologica de uma série
de efeitos microscopicos complexos e cujo conhecimento em detalhe nao é
necessario para a analise que se quer fazer do sistema. O caso mais simples
¢ o de uma particula Browniana, que sofre sucessivas colisbes com outras
particulas num liquido, por exemplo, e descreve como conseqiiéncia uma
trajetoria erratica, chamada caminhada aleatéria. E imediato perceber
que esta particula, como conseqiiéncia das colisoes ird difundir no espaco
de uma forma muito mais lenta do que se nao estivesse sujeita a tais colisoes.
Vamos ver que através de uma descricao estatistica é possivel obter uma
descricao precisa e rica da difusao sem necessidade de considerar os detalhes
das colisoes particulares a nivel microscopico.

O movimento Browniano deve seu nome ao botanico Robert Brown, que
em torno de 1827 fez observacoes ao microscopio de particulas de polen sus-
pensas em agua. Ele notou um movimento erratico e muito rapido das parti-
culas, e suspeitou que elas fossem algum organismo vivo. Apos fazer a mesma
experiéncia com outras substancias, inclusive inorganicas, ele se convenceu
que aquele movimento nao tinha uma origem organica. A origem do movi-

18
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mento Browniano ficou inexplicada até Einstein, que em um dos seus famosos
trabalhos de 1905, Concerning the motion, as required by the molecular- ki-
netic theory of heat, of particles suspended in liquids at rest , introuduziu
os conceitos fundamentais que deram lugar a moderna teoria dos processos
estocasticos e seu enorme impacto na fisica e outras ciéncias(ver os artigos
em 6] de comemoracad dos 100 anos do trabalho de Einstein).

2.1 Caminhada aletéria numa rede hiperciibica

Nas palavras de Einstein: Deve ser claramente assumido que cada particula
executa um movimento que € independente do movimento de todas as outras
particulas; também serd considerado que o movimento de uma e a mesma par-
ticula em diferentes intervalos de tempo sao processos independentes, sempre
que estes intervalos de tempo nao sejam muito curtos.

Introduzimos um intervalo de tempo T, que € muito pequeno se comparado
com o0s intervalos de tempo de observa¢ao, mas ao mesmo tempo suficien-
temente grande para que quando considerados dois intervalos de tempo T
sucessivos, o movimento exectuado pela particula pode ser considerado como
eventos independentes um do outro.

Vamos supor que a particula pode ocupar os vértices de uma rede hi-
percubica em d dimensoes. Passa um tempo num dado vértice e de repente
sofre uma colisao e salta a um vértice vizinho. Vamos supor ainda que as
colisoes sao tais que s6 pode saltar para um vizinho imediato do vértice no
qual se encontra no instante ¢ os movimentos sao locais. Em d dimensoes
cada vértice possui 2d vizinhos proximos. Se h é a distancia entre qualquer
par de vizinhos préximos, entao podemos descrever a posicao da particula
no instante ¢ pelo vetor posicao:

R(t) = h(ny,ng,...ng) (2.1)

onde os {n;,i = 1...d} sdo inteiros. Para descrever a evolugio temporal
deste vetor vamos considerar uma seqiiéncia de saltos. Um salto do vértice ¢
é descrito pelo vetor é; = the,, onde o e, é o vetor unitario na direcao f.
Vamos supor que as sucessivas colisoes, que dao lugar aos saltos, sao eventos
independentes, ou seja, a particula nao guarda memdria das diferentes
colisoes. Nestas condigoes temos que:

< 5: > =0

—

<&-&> = hAy (2.2)
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Nestes dois resultados esta contida toda a informacgao matemética que neces-
sitamos para determinar as propriedades estatisticas da trajetoria da parti-
cula. Depois de N saltos o vetor posi¢ao vem dado por:

N
Ry=)_¢& (2.3)
e, entao

N
<Ry>=> <&>=0 (2.4)

com o qual comprovamos que, em média, a particula nao avanca. Isto é
devido & simetria nas direcoes das colisoes individuais. No entanto ela vai
“difundindo” no espaco como sugerido pelo valor do desvio quadrdtico médio:

N N
<RBn-Bn>= Y <§-&§>=hY §; = Ni? (2.5)
ij=1 ij=1
Notamos que se 7 é o intervalo de tempo entre dois saltos sucessivos, apés
N saltos a particula conseguiu difundir ou explorar a vizinhanca até distan-
cias da ordem de v/N, ou seja, muito mais lentamente do que se as colisdes
acontecessem em uma direcao preferencial, en cujo caso o deslocamento au-
metaria proporcionalmente a N. O expoente 1/2 num processo difussivo é
caracteristico da chamada difusao simples. Outros expoentes podem carac-
terizar processos difussivos mais complexos em cujo caso temos a chamada
difusao andmala.
Vamos agora calcular a probabilidade de observar a particula na posicao
r ao tempo t. Formalmente:

p(7,t) =< dr@),# > R(0) (2.6)

onde R(t) é uma variavel aleatoria representativa da posi¢ao da particula no
instante ¢ e 7 um ponto dado da rede d-dimensional, e os colchetes indicam
uma média sobre diferentes trajetorias com a mesma condigao inicial R(0).
Para simplificar a analise vamos nos limitar ao caso unidimensional. Como
a dindmica progressa via saltos discretos de comprimento 4+h, vamos ter que
ap6s um tempo ¢t = m7 a particula estard em r = nh e vamos utilizar os
indices n e m para descrever a probabilidade p,, ,,. Ainda vamos supor que a
particula pode ir para direita com probabilidade p e para esquerda com pro-
babilidade ¢ = 1 — p. Claramente ap6s m passos n = & + & + ... + &,
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entao n é uma soma de varidveis aleatorias independentes. Redefinindo
&/h — & = £1, a média e a variancia de ¢; sdo:
a=<¢>=p—q (2.7)
e
b=<&>—-<&>"=1-(p—q)° =4pq (2.8)
A funcao caracteristica da variavel ; é:
g(k) = (™) = pe’ + ge™™* (2.9)
A funcao caracteristica do processo n sera:
G(k) = [g(k)]™ = (pe’™ + ge™™)" (2.10)
Fazendo a expansao binomial:
Gn(k) =) ( T;L )pl g et (2.11)
1=0
e comparando com
Gu(k) = Y ppme*™ (2.12)
onde n pode tomar os valores —m, —m + 2,..., m — 2, m vemos que:
m)!
— (m+n)/2 (m—n)/2
Prm = TP q (2.13)
) ()!
(=52)! (252!
que é uma distribuicao binomial com média e variancia dadas por:
(n)y =ma=m(p—q) (2.14)
e
(n*) — (n)? = mb = 4mpq (2.15)

No limite de um nimero muito grande de passos m > 1, podemos usar o

teorema central do limite para obtermos:

1 ( (n —ma)?
n,m — EXP\———5 7
P 2rmb F 2mb

}

(2.16)
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No limite continuo, a densidade de probabilidade de observar a particula no
ponto z ao tempo t ¢ dado por p(x,t) = py.m/h:

1 (v — ct)?
t) = —— 2.1
plot) = —e=ssearl =5} (2.17)
onde h h
oo ha _hlp—aq) (2.18)
T T
‘ h*b  h*4
p=-2-""M (2.19)
T T
Podemos notar que:
(x) =ct (2.20)
e
(x?) — (x)? = Dt (2.21)

que permitem identificar ¢ com a velocidade média e D com o coeficiente de
difusao da particula.

2.2 A equacao de difusao

Vamos ver agora que o problema da camninhada aleatoria é equivalente ao
da difusao de particulas ou ainda ao da difusao da probabilidade de encontrar
uma particula num dado ponto no espaco e no tempo. Como o sistema nao
possui memoria, a probabilidade de observar uma particula no ponto 7 depois
de m + 1 passos de tempo serd basicamente a soma das probabilidades de
encontrar a particula em um dos 2d sitios vizinhos no instante m:

1
Pii;m41 Qd;p 3 ( )

Esta equagio é um caso particular da famosa Equa¢ao de Chapman-Kolmogorov [1].
O postulado bésico é a auséncia de memoria entre movimentos sucessivos,
propriedade que também é conhecida como Processo de Markov ou Proces-
s0s Markovianos. No proximo capitulo serao estudadas em detalhe diversas
propriedades de processos markovianos, que jogam um papel fundamental
na teoria dos processos estocasticos. A partir da expressao anterior é facil
ver como as probabilidades de ocupagao se propagam. No primeiro passo a



Daniel A. Stariolo - IF-UFRGS - 2006 23

probabilidade de ocupacdo de qualquer vizinho sera 1/2d, no segundo passo
os vizinhos mais externos serao ocupados com probabilidade (1/2d)-(1/2d), e
assim sucessivamente (ver [7]), de forma que podemos notar que apos um ni-
mero grande de iteracoes a probabilidade tera uma variacao suave no tempo
e no espago de forma que poderemos transformar o processo discreto (2.22)
numa equacao diferencial parcial. Ao fazer esta passagem assumimos impli-
citamente que nao estamos interessados na dinamica discreta, microscopica,
mas na evolucao da probabilidade numa regiao “mesoscopica”. Esta regiao
deverda ser grande respeito a distancia h entre sitios da rede, mas ainda pe-
quena o suficiente para que a probabilidade nao varie apreciavelmente no seu
interior. Se assumirmos que esta regiao ocupa um volume €2 entao:

S pm — [ d7 () (2.23)

neq 7eQ

Como cada ponto 7 corresponde a um volume unitario A%, da relacao anterior
temos que p(7,t) = h™%p, . Agora se multiplicamos (2.22) por h~¢ obtemos:

T — évt) — p(ﬁ t)
2d

p(Fit+7) = p(Ft) = o (2.24)
3

Até aqui o calculo é exato. Se agora consideramos 7 e £ pequenos e expan-
dimos em série de Taylor nas ordens mais baixas obtemos:
9 —{-V+ (V)

Tap(ﬁ t) = ; ¥ p(7,t) (2.25)

O primeiro termo da parte da direita se anula ao fazer a soma. Lembrando
que £ = he, obtemos:

0 h?

T=p(F,t) = —V?p(F t 2.26

2 p( ) = 5 V() (2.26)
Vemos que a probabilidade nas condigoes descritas, variacao suave no es-
paco e no tempo, obedece uma equacao diferencial parcial conhecida como
equacao de difusao. Em particular, o coeficiente

h,2
T dr

é a difusividade ou coeficiente de difusao (comparar com a equagao (2.19)
para o caso d = 1).

(2.27)
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Existem diversas formas de resolver a equagao (2.26) para obter a dis-
tribuicao de probabilidades. Uma possivel é introduzindo transformadas de
Fourier:

GGt = / 47 p(F, 1) e 07 (2.28)
p(Fot) = / (Qqu)d G 1) €7 (2.29)

Temos que escolher uma condicao inicial: supomos que inicialmente a parti-
cula esté localizada na origem: 7= 0,

p(7,0) = o(7) (2.30)
de forma que
G(g,0) =1 (2.31)
Transformando Fourier ambos lados da equagao (2.26) obtemos:

0 1
—G(q,t) = —=D¢*G(q, t 2.32
5001 = —5DCG(G 1) (2.32)
cuja solucao é: o
G(q,t) = e 2Pt (2.33)
Finalmente fazendo a anti-transformada (2.29) obtemos:
2

p(7,t) = (2rDt) "2 exp [—ﬁ] (2.34)

Podemos notar que o desvio quadratico médio é dado por:
(r*y =Dt (2.35)

que permite interpretar o coeficiente de difusao como o desvio quadratico
médio por unidade de tempo.

A lei de Fick

Uma forma cléssica e mais fenomenologica de chegar & equacao de difusao
é via um argumento puramente continuo, hidrodinamico [8]. Consideremos,
por simplicidade, que a probabilidade corresponda a densidade de particulas
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p(7,t) — n(7,t). Se o nimero de particulas no sistema é conservado, ele deve
obedecer uma equacao de continuidade do tipo:

on(r,t)

o+ Vi) =0 (2.36)

onde

NGHEDSIORIGEEAG) (2.37)
(2

é a corrente de particulas, com 7;(t) a velocidade da particula i. No equi-
librio termodinamico as particulas se distribuem uniformemente no espaco,
de forma que a densidade média (n(7,t)) nao depende do espaco nem do
tempo. Mas se, em algum instante, por causa de alguma flutuagao ou por
uma forca externa, a densidade se tornar inhomogénea, quando a causa da
inhomogeneidade passar, o sistema devera tentar voltar ao estado de equi-
librio homogéneo. Esse processo serd governado pela presenca de correntes
de particulas que tenderao a restabelecer a homogeneidade espacial. Se a
variacao espacial da densidade nao for muito grande, podemos assumir que
as correntes serao proporcionais aos gradientes de particulas:

j(F.t) = —D Vn. (2.38)

Esta equacdo é conhecida como lei de Fick. E uma relacio fenomenologica
que nos diz que sao os gradientes os que dao origem as correntes. O coefi-
ciente de difusao também pode ser definido através da lei de Fick. Quando
substituirmos a lei de Fick na equacao de continuidade, obtemos a equacgao
de difusao para a distribuicao espacial e temporal da densidade de particulas.



Capitulo 3

Processos Markovianos e a
Equacao Mestra

Neste capitulo vamos descrever os conceitos fundamentais dos Processos Mar-
kovianos, como calcular a evolucao temporal da distribuicao de probabilida-
des e determinar se a mesma converge a um valor estacionario para tempos
grandes (equilibrio estatistico). Comecando a descri¢io com processos em
tempo discreto, numa segunda parte vamos introduzir um limite de tempo
continuo, conhecido como Equacao Mestra. Além da bibliografia ja intro-
duzida nos capitulos anteriores, irao ser titeis como referéncias bibliograficas
dos assuntos deste capitulo o classico livro de van Kampen [9] e o livro de
Tomé e de Oliveira [10].

3.1 Processos Markovianos

Consideremos um processo estocastico u; no qual a variavel estocéstica possa
tomar um conjunto discreto de valores e o tempo também seja discretizado.
Um processo com estas caracteristicas fica definido pela distribuicao de pro-
babilidades conjunta

P/(ng,ny,ng, . ..,mny) (3.1)

de que u; tome o valor ng no instante ¢ = 0, n; no instante t = 1 e assim
por diante até m; no instante ¢ = [. Consideremos agora a probabilidade
condicional:

Pi(nga|ng, na, ..., nyg) (3.2)

26
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de que a variavel estocastica u; tome o valor n;; no instante t = [+ 1 dado
que ela tenha tomado os valores ng em t = 0, n; em ¢t = 1 e assim por diante
até n; em t = [. Se esta probabilidade for igual & probabilidade condicional

Pry1(nusa ) (3.3)

ou seja, se ela s6 depende do estado do sistema no instante imediatamente
anterior, entao o processo estocastico se chama markoviano ou Processo de
Markov. Entao para um processo markoviano a probabilidade conjunta (3.1)
se pode escrever na forma:

P (ng,n1,n9,...,n) = Fo(no)Pi(ni|ng)Pa(ne|ng, n1) ... P(ni|no, na, ..., ni—1)
= Po(no)P1<n1‘no)P2<n2|n1) . Pl(nl|nl,1) (34)

A probabilidade (marginal) de que a variavel estocastica tome o valor n; em
t = [ independentemente dos valores tomados em tempos anteriores é dada
por:

P(n)= Y.  Plno,ni,ng,....,n) (3.5)

Nn0,N1 5N -1

Utilizando a relagao (3.4) para um processo markoviano obtemos a relacao
de recorréncia:

P(n) =Y Pi(n|m—1)Pi_i(mu—1) (3.6)

ni—1

As probabilidades condicionais P;(n;|n;_1) podem ser interpretadas como
probabilidades de transicao do estado n;_q para o estado n; no instante [ — 1.
No6s vamos nos limitar a considerar casos nos quais a probabilidade condi-
cional ou de transicao entre dois estados quaisquer independe do instante
particular £. Nesse caso escrevemos:

B(ni|ng—1) = T(n, mi—1) (3.7)
de forma que a recorréncia (3.6) se escreve:

P(m) = > T(ny,u_1)P1(n—1) (3.8)

np—1

3.2 Matriz Estocastica

As probabilidades de transicao e a condicao incial determinam completa-
mente um processo estocdstico markoviano. Por tanto é do maior interesse
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conhecer as propriedades da probabilidade de transicao que pode ser escrita
em forma de matriz T'(n, m) tal que:

B(n) = . T(n.m)Pr_y(m) (3.9)

onde T'(n,m) é chamada matriz estocastica. Uma matriz estocastica pos-
sui as seguintes propriedades:

e T(n,m) é uma matriz ndo negativa, ou seja, T'(n,m) > 0 Vn,m , ja
que T' é uma probabilidade condicional.

e A soma dos elementos de cada coluna ¢é igual a um: Y, T'(n,m) =1

A segunda propriedade corresponde a normalizacao das probabilidades. Se
consideramos P, como sendo uma matriz coluna com elementos iguais a P;(n)
podemos escrever (3.9) na forma:

P=TP, (3.10)
Dadas as propriedades de um processo markoviano obtemos
P=T'PR (3.11)

Aqui vemos claramente como a matriz estocastica determina completamente
o processo. Dada uma condicao incial F, o problema de obter as proba-
bilidades P, ao tempo t se reduz a conhecer a poténcia l-ésima da matriz
estocastica. A relacao anterior pode ser escrita em termos dos elementos das
matrizes:

Py(n) =" T'(n,m) Py(m) (3.12)

Aqui interpretamos o elemento de matriz T"(n, m) como a probabilidade de
transicao do estado m para o estado n depois de [ passos, ou em outras
palavras, como a probabilidade da variavel u; tomar o valor n no instante
t sendo que tomou o valor m no instante ¢t — [. Notar que os dois estados
podem ter sido conectados dinamicamente por diferentes caminhos.

3.2.1 Algumas propriedades de matrizes nao negativas

Um problema fundamental é descobrir quais propriedades deve satisfacer a
matriz estocéstica de forma que as probabilidades atinjam a solucao asinto-
tica desejada, isto é, para que

lim P, =P (3.13)

t—o0
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onde P é a distribuicao asintoética ou estacionaria que satisfaz
TP=P, (3.14)

e saber quando esta solucao é tinica. Vamos agora enunciar uma série de
defini¢oes e resultados importantes de matrizes estocasticas :

e Uma matriz quadrada T'(n,n) se diz redutivel se o conjunto de indices

1,2,...,n pode ser separada em dois conjuntos complementares (sem
indices comuns), i1, 4o, ..., 4, k1, ko, ..., k, com (u+ v = n), tais que:
T (i, kg) =0, (a=1,2,...,;6=1,2,...,v) (3.15)

Caso contrario a matriz se diz irredutivel.

e Se uma matriz 1" é irredutivel entao qualquer par de estados n, m podem
ser alcancados com probabilidade finita, ou seja, Vn, m existe um inteiro
positivo [ tal que T'(n, m) > 0. Em fisica dizemos que um sistema que
satisfaz esta propriedade é ergédico.

o Teorema de Perron-Frobenius:

Teorema 1 Uma matriz nao negativa, irredutivel T' sempre tem um
autovalor real positivo r que € raiz simples da equacao caracteristica, ou
seja, € nao degenerado. Os modulos de todos os outros autovalores sao
menores ou iquais a r. Ao autovalor v corresponde um autovetor com
componentes positivas. Se T possui k autovalores \g = r, A1, ..., Ag_1
de maodulo igual a r, entao estes autovalores sao todos diferentes e sao
as raizes da equagio caracteristica \F —r* = 0.

Para a demonstracao do teorema ver, por exemplo [11]. Se a matriz
T é uma matriz estocastica se pode mostrar que o autovalor méaximo
corresponde a r = 1.

e Definicao:
Se uma matriz nao negativa, irredutivel, estocéstica, T' possui k& auto-
valores A1, Ag, ..., Ax com modulo méximo r =1 (A} = [N = ... =

|Ak| = 1), entdo T se chama regular se k = 1 e nao regular se k > 1.
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Teorema 2 Uma matriz estocdstica T € reqular se e somente se al-
guma poténcia | de T € estritamente positiva quaisquer sejam n e m

[11]:
T'(n,m) >0 Vn, m (3.16)

Se T ¢é regular se pode mostrar que quando [ — oo, T! converge a
uma matriz com todas as colunas iguais a P. Entao como Fj esta
normalizado P, = T'Py — P independente de P,.

e Para que lim; ., P, = P exista é necessario que nao haja nenhum
autovalor complexo sobre o circulo unitario, exceto A = 1.

e Para que o limite seja independente da probabilidade inicial o autovalor
A = 1 deve ser nao degenerado, ou seja, a probabilidade estacionaria
deve ser tinica.

e Se a matriz T' é regular estas propriedades se verificam. No entanto po-
dem existir matrizes nao regulares com estas propriedades, por exemplo
um sistema com um estado absorvente [10].

3.2.2 Meétodo algébrico

Vamos agora ver um método para determinar a matriz T' e que por tanto
permite calcular as probabilidades de transicao entre qualquer par de esta-
dos para qualquer instante num processo markoviano. O método algébrico
consiste em determinar os autovalores e autovetores da matriz 7. A ma-
triz T geralmente serd nao simétrica j4 que as probabilidades de transicao
entre dois estados n e m em geral vao depender da direcao. Por tanto a ma-
triz podera ter autovalores complexos. Vamos considerar o caso em que os
autovalores sejam nao degenerados e o nimero de estados finito. Como con-
seqiiéncia da falta de simetria temos que considerar autovetores a esquerda e
a direita diferentes. Sejam {U.} e {¢y} os autovetores a direita e a esquerda
respectivamente e {\;} os correspondentes autovalores. Temos

TU;, = ATy, (3.17)

O = Ay, (3.18)



Daniel A. Stariolo - IF-UFRGS - 2006 31

E facil verificar a partir destas equagoes que os autovetores formam um con-
junto completo ortogonal e é possivel normalizalo, de forma que:

Y b;(n)Wk(n) = o (3.19)

; Vi (n)ge(m) = I(n, m) (3.20)

sendo I a matriz identidade. Notar que os ¥’s sao matrizes coluna enquanto
que o0s ¢’s sao matrizes linha. Se definimos:

H:(\Ifl,%,...,\l/n) (3.21)
e
1
ba
H?'=| - (3.22)
on

as propriedes de ortonormalidade implicam que H e H~! sao matrizes inver-
sas: HH' = I. Entao podemos escrever:

T=HAH™ (3.23)

onde A é uma matriz diagonal cujos elementos da diagonal sao os autovalores
de T:

A0 .00
A— 0 X ... 0 (3.24)
00 ... A
Agora a partir de (3.23) é facil ver que:
T = HANH™ (3.25)

onde A! ¢ uma matriz diagonal com os elementos da diagonal iguais a \j, A}, ...

A partir destas expressoes ¢ facil determinar as probabilidades T%(n, m). Os
elementos de matriz sao dados por:

Z\I’k )N or(1m) (3.26)
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Vamos supor agora que lim, .., P, = P exista e seja tnico (por exemplo
se T é regular). A solucdo estacionaria P é, por defini¢do, um autovetor
com autovalor um. Seja ¥; = P. Devido a condi¢ao de ortonormalidade
o correspondente autovetor a esquerda ¢; serd a matriz linha com todos os
elementos iguais a um, ou seja, ¢1(n) = 1 para qualquer n. Consideremos
agora a poténcia l-ésima de 7. Podemos escrevéla em termos dos autovetores
e autovalores na forma:

T'=T'T=T Uy => TV = > N, Vyohy (3.27)
k k k

onde usamos mais uma vez a condicao de ortonormalizacao para escrever a
matriz identidade. Agora podemos escrever:

P = T'Ry= Y NUy(énF)
k

= P+ NVi(¢rP) (3.28)
k#1

onde usamos os resultados A =1, ¥; = P e ¢, Py = 1 porque P, estd nor-
malizado. Como lim;_,., P, = P existe e é tinico, os autovalores satisfacem
|IAx] < 1 para k # 1, entdo |\¢|' — 0 quando [ — co. Aqui vemos expli-
citamente que P, — P quando | — oo para qualquer condicao incial Fj.
[sto mostra que, nestas condicoes, o estado estacionirio P é um atrator da
dinamica definida pela matriz estocastica.

3.2.3 Sistema de dois estados

Consideremos a seguinte matriz estocastica:

T:(l_p q ) (3.29)

p l—gq
Ela pode representar as probabilidades de transicao num sistema que pode
estar em um dentre dois estados possiveis, A e B. Supomos que conhecemos
as probabilidades de transi¢do: de A para B é T'(2,1) = p e de B para A é
T(1,2) = q. Notar que as colunas estdo normalizadas com as probabilidades
do sistema ficar no proprio estado 7'(1,1) = 1 —pe T(2,2) = 1 —¢q. Os
autovalores sao dados pela equacao caracteristica:

I1-p—A q

T — M| = » g |=Emp=A—g=A) —pg =0 (3.30)
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N=@2-p—gA+(1-p(1—q)—pg=0 (3.31)

Resolvendo obtemos:

2-p—q)£/(2—p—q?—4[(1—p)(1—q) - pq

A2 = 5 : (3.32)
Entao:
A =1 (3.33)
e
A=1-p—gq (3.34)

Das equagoes para os autovetores (3.17) e (3.18) obtemos pW¥y(1) = q¥,(2),

$1(1) = ¢1(2), Wa(1) = —W2(2)e pP2(2) = —q¢2(1), que junto com as condi-
coes de normalizacao dao:

wlzﬁ@) dr=(11) (3.35)
\I’2=<_11> ¢2=Z%q(p —q ) (3.36)

Agora podemos calcular as probabilidades de transi¢ao T! a partir da (3.26)

e obtemos:

1 (qq 1-p—9)'( p —q

Th= — +—r (3.37)
p+q\pP P p+q - q

Dada uma probabilidade inicial:

P1
P, = 3.38
‘ ( 2) ) ( )
podemos calcular a probabilidade em qualquer instante posterior:
1 1—p—gq) _
P =Tip, = ¢\, A=p—a [ pp—ap (3.30)
p+q\ P p+q —Pp1 + qp2

Se p + q # 0 vemos que no limite [ — oo a probabilidade P, se aproxima da
probabilidade estacionaria ¥, independentemente da condicao inicial.
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3.2.4 O modelo de urnas dos Ehrenfest

P. e T. Ehrenfest descreveram uma experiéncia imaginaria na qual N molé-
culas sao distribuidas entre duas caixas A e B. As moléculas sao distinguiveis
e em cada instante uma molécula é sorteada e transferida da caixa na qual
se encontra para a outra. Como é a evolugao temporal das probabilidades
de ocupacao das caixas? O sistema atinge uma distribui¢ao estacionaria?
Em caso afirmativo, qual é a forma desta distribuicao? Quais sao as pro-
babilidades de, no instante [ ter n moléculas na caixa A e N — n na caixa
B?

Seja P,(n) a probabilidade de haver n moléculas na caixa A no instante [.
Suponha ainda que neste instante a caixa A possua exatamente n moléculas.
A probabilidade de ter n — 1 no instante [ + 1 é igual a probabilidade de
escolher uma molécula da caixa A (que serd transferida a caixa B). Esta
probabilidade é n/N. De forma equivalente a probabilidade de ter n + 1
moléculas em A no instante [ + 1 serd igual a probabilidade de escolher uma
molécula da caixa B, isto é, (N —n)/N. As probabilidades de transi¢ao serao
entao:

Tn—1,n) =

Tn+1,n) = , n=0,1,...,.N—1 (3.40)

Os outros elementos de matriz sdo zero. Note que 7' ¢ uma matriz (N +
1) x (N + 1) tridiagonal. Se permitirmos que o niimero de moléculas em um
determinado instante nao se altere, entao:

T(n—1,n) = q%, n=12...,N
T(n,n) = bp, n=0,1,2,...,N
N —n

Tn+1,n) = ¢q n=0,1,...,N—1 (3.41)

N )
sendo p a probabilidade da molécula permanecer na caixa na qual se encontra
e ¢ = 1 — p a probabilidade de mudar de caixa.

A equagao para a evolucao temporal das probabilidades é:

Bra(n) = 3 T(n,m)P(m) (3.42)

m=0
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que neste caso se reduz a:

n—1

) Pi(n — 1) + pR(n) +q (”—“) P(n+1), (3.43)

Pia(n) =g (1~ -

valida para n = 0,1,2,..., N com as condi¢oes de contorno P(N + 1) =
P,(—1) = 0. A probabilidade estacionaria P(n) satisfaz:

P = (1-

cuja solucao é

nf)“”‘l)* (n;l)P(nH). (3.44)

n

Pmy:2N<N> (3.45)

Vemos na forma desta solucao que a distribuicao estacionéaria equivale a
distribuir as N moléculas aleatoriamente entre as duas caixas. Vamos ver
ainda que este resultado independe da condicao incial. Podemos calcular a
evolucao no tempo dos momentos, por exemplo, o nimero médio de moléculas
na caixa A em funcdo de ¢ (1) sera:

<n > = i\f: nP(n) (3.46)

n=0

Substituindo o resultado (3.43) na equagao anterior obtemos uma recorréncia
para < n >

2
<n >pp=<n > +q(1 - ~ <7 >) (3.47)

Propondo uma solucao da forma < n >;= ar' + b com a condicdo inicial
< n >y= N de que todas as N moléculas estejam na caixa A em [ = 0

obtemos:
< >—N+Nu 2)l (3.48)
Tom g TR TNt '
onde vemos que o nimero médio de moléculas tende a N/2 como é de se

esperar fisicamente. O segundo momento é dado por:

N
<n®>=> n’Pn) (3.49)
n=0

Substituindo (3.43) obtemos:

2 4 2
<n® >p=(1- ﬁQ) <n® > 42 <n > +q (3.50)
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que pode ser resolvida da mesma forma que o caso anterior com a condicao
inicial < n? >o= N? para obter:

,_ N> N N2 2, (N> N 4q)'
<n >ZZT+Z+7(1_NC])+ — = (1——). (3.51)

E com estes resultados obtemos a variancia:

N N 2 N? N 4q\'
<n2>l_<n>12:Z_Z(1_NQ)Z+<—__>(1__q)‘ (3.52)

que se aproxima asintoticamente ao valor N/4.

Vamos agora resolver o modelo de Ehrenfest com o método algébrico, ou
seja, analizando a estrutura de autovalores e autovetores da matriz estocas-
tica. Neste caso a matriz 7' tem a forma (ver (3.41):

P q/N 0 0 0 0
q P 2q/N 0 0 0
0 ¢(1-1/N) p 3g¢/N 0 0
0 0 q(1-2/N) p 4q/N 0
- . S CES
0 DR p q
0o - dN b

Agora poderiamos proceder com no exemplo do sistema de dois estados,
diagonalizar a matriz, obter os autovalores e autovetores e reconstruir as
probabilidades. No entanto, como a matriz € maior e mais complexa vamos
seguir outro possivel caminho. Escrevamos a equacao para os autovetores a
direita:

N
> T(n,m)¥(m) = A¥(n) (3.54)
m=0

Desenvolvendo a soma esta equacao equivale a (ver (3.43)):

-1 +1
a1l = =) U(n = 1) + p¥(n) + g (n+1) = A\¥(n)  (355)

que vale para n = 0,1,2,..., N com as condi¢oes V(—1) = U(N + 1) = 0.
Agora definimos uma funcao geratriz:

f(x) =) ¥(n)z" (3.56)
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Seguidamente multiplicamos (3.55) por z" e somamos em n. Vamos ter
términos da forma:

L e DL LR
= <— — NU(N)z™~ 1) : (3.57)
i(n + 1)¥(n+ 1)z" = % <¥\D n+1) "+1> = % (3.58)
20: Y(n —1)z" = x% U(n—1)a"" = z(f — U(N)z"), (3.59)

onde fizemos uso das condi¢oes de contorno. Juntando estes resultados par-
ciais obtemos uma equacao diferencial para f(z):

df

¢(1=2")== = N(A —p —gu)f (3.60)
x
que ¢ integravel e da como resultado:

f(2)=C(1+2)NF(1 —2)F (3.61)

com C' uma constante de integracdo e k = —N (A — 1)/2¢. Da defini¢ao de
f pode-se concluir que k devera ser um niimero inteiro e 0 < k < N. Estes
valores determinarao os autovalores:

2
)\kzl—ﬁqk k=0,1,2,... N. (3.62)

Entao a fungao geratriz fica parametrizada pelo nimero k, e para cada k
teremos uma expansao da forma:

= i U (n)z" (3.63)

sendo Wi(n) o autovetor correspondente ao autovalor \;. Vemos entdo que
os autovetores a direita sao os coeficientes da expansao da funcao geratriz.
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Se identificamos o autovetor W, com a probabilidade estacionaria, corres-
pondendo ao autovalor A\ = 1, da definicio de f e da normalizacao da
probabilidade obtemos o valor da constante C' = 27", Desta forma:

fe(z) =271 + )V F (1 —2)F (3.64)

Em particular temos que fo(z) = 27¥(1 + z)¥. Expandindo o binomio
obtemos o resultado para a probabilidade estacionaria (3.45). Utilizando as
condicoes de ortonormalizacao entre os autovetores a esquerda e direita é
possivel mostrar que:

Or(n) = 2V, (k) (3.65)

Se escolhemos como condicao inicial que todas as moléculas estejam na caixa
A, entao Py(n) = o, n €
N
By(n) = > T"(n,m)Py(m) =T'(n,N) Z)\l Up(n)or(N) (3.66)

m=0

Para calcular os momentos da distribuicao determinamos primeiro os mo-
mentos da variavel x da funcao geratriz:

<" > = Z 2" P(n iAg fr(z)or(N) (3.67)

De (3.63), (3.64) e (3.65) obtemos:

o) = (-1 () (3.65)

<a">=2"N1+uz) +Z)\l <J§>2—N(1+x)N—k(1—x)k (3.69)

Finalmente derivando respeito de x e fazendo x = 1 obtemos:

N N
<7’L>[:5+5)\1

N N 2

5ty (1— Nq)l (3.70)

que é o memso resultado que obtivemos antes com outro método. Da mesma
forma podemos obter os outros momentos.
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Para concluir com a anélise do modelo de Ehrenfest notamos que se as-
sociamos o estado n com uma posicao em uma dimensao x = n, é possivel
interpretar o problema com uma caminhada aleatéria unidimensional na qual
as probabilidades de saltar para sitios vizinhos dependem da posicao da par-
ticula. Temos em total N sitios e a probabilidade de ir para a direita ou
esquerda depende de que a coordenada seja < N/2 ou = > N/2 respecti-
vamente. Por tanto a caminhada aleatoéria é tal que tende a levar sempre a
particula para o ponto médio z = N/2 e entdao o problema pode ser inter-
pretado como uma caminhada aleatéria com uma forca elastica que cresce
proporcionalmente com a distancia ao centro, que é o ponto de equilibrio
estacionéario.

3.2.5 A caminhada aleatoria, tempo de primeira passa-
gem, probabilidade de recorréncia

Vamos agora voltar a analizar o processo da caminhada aleatoria com as téc-
nicas da matriz estocastica aplicada a processos markovianos. Consideremos
inicialmente a caminhada unidimensional generalizada para o caso em que o
caminhante possa permanecer num determinado sitio com probabilidade p.
Neste caso os elementos nao nulos da matriz estocéastica sao:

1
Tn,n—1)=T(n,n+1) = 54
T(n,n) = p (3.71)
ondegq=1—pen=20,1,2,..., N — 1. Consideremos uma condicao inicial

com a particula na origem, ou seja, Py(n) = d,0. A equagio para a evolucao
temporal das probabilidades é:

N-1

Piia(n) = 3 T(n,m)P(m)

n=0

1 1
= 5qu(n +1)+ 5qP,(n — 1) +pP(n) (3.72)
Consideramos condigoes periodicas de contorno Pj(n+N) = Fj(n). Notamos
que a matriz T' é tridiagonal com os elementos das diagonais sendo todos
iguais. Matrizes com estas caracteristicas se chamam de Toeplitz. Formal-
mente, uma matriz de Toeplitz satisfaz:

T(n,m)= f(n—m) (3.73)



Daniel A. Stariolo - IF-UFRGS - 2006 40

com f(n) uma fun¢ao periddica f(n+N) = f(n). A f(n) >0e Y, f(n) = 1.
No caso da caminada aleatoria unidimensional a fungao f é f(1) = f(N—1) =
q/2, f(0) = p e zero para outros valores do argumento. Em termos de f a
probabilidade pode ser escrita como:

Pra(n) =3 f(n —m)Pi(m) (3.74)

Para calcular as probabilidades é ttil definir neste caso a correspondente
funcao caracteristica: A
Gi(k) =" Pi(n)e™ (3.75)

A equagao (3.74) representa uma convolugao e entao:
Giyi(k) = F(k)Gi(k) (3.76)
onde F'(k) é a funcao caracteristica da f(n):

F(k) =" f(n)e™ (3.77)

A partir destas definicbes obtemos:
Gi(k) = F'(k)Go (k) (3.78)

Para a condicdo inicial escolhida Go(k) = 1 e entao G;(k) = F'(k). Para o
caso da caminhada aleatoria e usando a periodicidade da fungao f obtemos
F(k) =p+ qcosk e entdo:

Gi(k) = (p+qcosk)". (3.79)

A partir da definicao da funcao caracteristica podemos identificar as proba-
bilidades P;(n) como os coeficientes da expansao do binomio (3.79).

Outra forma de obter as probabilidades é pelo método algébrico, calcu-
lando os autovalores e autovetores da matriz estocastica. Se pode mostrar
que toda matriz de Toplitz possui o seguinte conjunto de autovetores:

, 2T
’l/}k (n) — _ezkn k

= —J 1 =0,1,2,...,N =1 (3.80
N Nj? j 0777 ) ( )

E facil verificar que estas funcoes satisfazem a equacao de autovalores

> T(n,m)ir(m) = My (n) (3.81)
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com os autovalores dados por:
e =Y f(n)e™™ = F(k) (3.82)

e neste caso \, = p + gcosk. Os autovetores a esquerda sio ¢ (n) = e~

De acordo a estes resultados obtemos:

R(n) = Y T'(n.m)Py(m) = T'(n,0)

1 .
= > XNw(n)or(0) = N > et (3.83)
k k
Substituindo o resultado para os autovalores obtemos:
1 A
P(n) = v > (p+qcosk)e™ (3.84)

k

Destes resultados (ver ( 3.80)) podemos concluir que a caminhada aleato6-
ria terd uma distribuicao estacionaria somente no caso no qual o
nimero de estados N seja finito. Este fato se torna evidente se anali-
zarmos o problema da recorréncia ou a probabilidade da particula voltar
a uma posicao pela qual ji passou num instante anterior. Seja R;(n,m) a
probabilidade da particula atingir pela primeira vez o estado n apos [ passos
tendo comecado no estado m. O tempo correspondente [ é chamado de tempo
da primeira passagem (first passage time). A probabilidade da primeira re-
corréncia esta relacionada com a matriz de transicao pela expressao:

T'(n,m) =Y Rj(n,m)T" 7 (n,n) (3.85)

J=1

valida para [ > 1 sendo T'(n, m) a probabilidade de passar do estado m para
o n ap6s [ passos com T%(n,m) = §(n,m). A equagao da recorréncia (3.85)
tem a seguinte interpretacao: podemos supor que existem [ formas de atingir
o estado n apos [ passos comecando pelo m dependendo do tempo que levou
para atingir n pela primeira vez. Este tltimo tempo é rotulado pelo indice j
(ver equacio). Entdo dado j a probabilidade T'(n, m) é dada pelo produto de
R;(n,m) (probabilidade de atingir n pela primeira vez apés j passos) com a
probabilidade de voltar a n apos os [ — j passos restantes dada por 777 (n, n).

Como 1 < j <[ temos que somar em todas estas possibilidades para obter a
probabilidade final (3.85).
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Vamos calcular a probabilidade de recorréncia e o tempo médio correspon-
dente para a caminhada aleatoéria. Para isso definimos as seguintes funcoes
geratrizes:

glnm,z) = S T'n,m)' + 3(n,m)
=1

h(n,m,z) = liRl(n, m)2! (3.86)

As fungoes anteriores tém o seguinte significado: a g(n,m,1) é o tempo
médio que o sistema passa no estado n partindo do estado m e a h(n,m, 1) é
a probabilidade de o sistema passar ao menos uma, vez pelo estado n partindo
do m. Fazendo uso da (3.85) e das defini¢bes anteriores, e apos inverter as
somas (372 22:1 — 2324 2212;), obtemos:

g(n,m, 2) = 8(n, m) + h(n,m, 2)g(n,n, 2) (3.87)
Para n = m: 1

Definimos a probabilidade de recorréncia do estado n, R(n), como a proba-
bilidade de retorno da particula ao estado n apds comecar desde o mesmo
estado n:

R(n) = iRl(n,n) =h(n,n,1)=1-— !

2 79(7% 1) (3.89)

Se R(n) = 1 o estado correspondente n é chamado recorrente. Para que
um estado seja recorrente é necessario que g(n,n, 1) divirja. Se o estado é
recorrente se pode definir o tempo médio de recorréncia como:

> d
<1>=>"IR(n,n) = llir% Eh(n, n,z) (3.90)

=1
Utilizando a relagao espectral (3.26) obtemos:

1
1—2’)\k

g(n,m,z) = Z

k

Entao, para saber se um estado é recorrente devemos calcular g(n,n, z).
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No caso em que a probabilidade estacionaria P(n) = ¢y(n) nao for iden-
ticamente nula, a relacao anterior fica

_P(n)+z 1
k;ﬁOl_Z)\k

ja que A\g = 1, ¥o(n) = P(n) e ¢o(n) = 1. Desta ultima expressao vemos
que sempre que P(n) # 0 obtemos que lim, .; g(n,n,z) = co. Neste caso
concluimos que R(n) = 1 e portanto o estado n é recorrente. Agora é simples
calcular o tempo médio de recorréncia < [ >. Para z ~ 1 a (3.92) fica
dominada pelo primeiro termo, e entdo podemos escrever h(n,n,z) ~ 1 —
(1—2)/P(n). Logo da (3.90) resulta < { >= 1/P(n). No caso da caminhada
aleatoria em d = 1, P(n) = 1/N para qualquer estado, e entao todos tém o
mesmo tempo médio de recorréncia <[ >= N.

No caso em que a probabilidade estacionaria se anule, devemos considerar
todos os termos da soma. No caso da caminhada aleatéria em d = 1 obtemos:

1 eik(n—m) 503
g(n’m’2>_ﬁzk:1—2)\k ( : )
e por tanto,
1 1
= — 3.94

A probabilidade estacionéria va a zero quando N — oo. Neste caso passando
ao continuo obtemos:

1 7 1
= — dk 3.95

g(n,n,2) 27 /—7r 1— 2\ (3.95)
Para determinar se esta funcao diverge para z — 1 devemos analizar a inte-

gral
(non 1) = — /W L (3.96)
n,n,1l) = .
g 2nq J-x 1 —cosk
Para ver se esta integral diverge podemos analizar o comportamento perto
da origem. Para isto escrevemos:

1 = 1 ™ 1 € 1 ™ 1
Elﬂl—coskdk_/o 1—cos/<;dk_/o 1—coskdk+/e 1—coskdk
(3.97)
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com € < 1. Agora podemos aproximar o integrando da primeira integral por
2/k? cuja integral diverge em k = 0. Logo R(n) = 1 e o estado é recorrente.
No entanto neste caso em N — oo o tempo médio de recorréncia é infinito!

Em d dimensoes a equacao (3.93) fica (com g = 1/2 e fazendo uso das
condigbes de contorno periodicas):

-

- dd]g ik (i)

(7, %, 2) = / (3.98)

—r (2m)® 1 — éiﬁzl cos ky,

Neste caso temos que analizar o comportamento perto da origem da in-
tegral:

oo 1 s i i d
g7, 7, 1) = (27)d /—7r /—7r N ‘/—7r d — cosky — cosky — - - cos k:ddkl dks .. dka
(3.99)
Fazendo uma expansao num entorno da origem somos levados a analizar a
integral:

1 T 1

/ka% g ks k= c/o ke dk (3.100)
Em d = 2 o resultado da integal é clnk que apresenta uma divergéncia
logaritmica na origem. d = 2 é um exemplo de dimensao critica. Para
d > 3 o resultado da integral é dEde_Q, e por tanto g(7i,7,1) é finita. Em
particular para d = 3 (e p = ¢ = 0.5) a probabilidade de escape P.scape =
1/g(n,n,1) =~ 0.66 ou a probabilidade de recorréncia R(n) = 1 — Pegeape =
0.44 [12]. Concluimos que para d > 3 a probilidade de recorréncia é menor
do que um, R(n) < 1, e entao a particula pode ndo voltar nunca ao ponto de
partida. A probabilidade de recorréncia decresce com a dimensao espacial.
Para ver como decresce podemos fazer uma expansao da ¢(7, 7, 1) , equagao
(3.99), para d grande. O resultado é:

*H1113121213601435515016
gl 1) = 1503 (5 ) 412 (55) 60 (35) +355 (5) + <<ﬁ)>

(3.101)
Como o tempo esta discretizado, esta equagao nos diz que para d grande o

tempo que o sistema passa na origem tende ao intervalo de tempo entre dois
saltos consecutivos, ou seja, em dimensoes grandes a particula nunca volta
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ao sitio inicial. A probabilidade de recorréncia tende a zero e é dada por:

h**1—121271335142151 (916
(i 1) = 55+ (271) * (Qd) - (2d) * (2d) * ((Qd) )
(3.102)
O fato de que R(n) = 1 para d < 2 nos diz que as trajetorias do ca-
minhante aleatério serao densas em uma e duas dimensoes, e nao o serao
mais em dimensoes maiores ou iguais a trés. O espago visitado por uma
caminhada aleatoria em d > 3 é fractal.

A fungao g(n,m, z) pode ser considerada uma matriz e pode ser escrita
formalmente como (ver definigao (3.86) e (3.91)):

g(z) = 7 —1ZT (3.103)

—

Também a partir da equagao (3.98) se pode verificar que a g(7i, m, 1) satisfaz:
g(@,m, 1) = 6(7,m) + —Zg (T — M+ €, 1) + g(iT —m — €,,1)  (3.104)

que é a forma discreta do operador Laplaciano, ou seja,
Ayg(ii—m, 1) = =(i1,m) (3.105)

Por tanto esta funcao que interpretamos com o tempo médio de permanéncia
num estado dado ¢ uma funcdo de Green. E facil mostrar que a funcio
geratriz g(7i, m, z) também é uma fungao de Green.

Finalmente, se identificamos o estado 77 com uma coordenada &, passamos
ao limite continuo ¥ — Z/a, k — ka, fazendo a — 0 e identificando 1/z =
1 + m?a?/2d, obtemos

o Jlf eik-(F—ab)
— — 2\
g(Z — 2, m*) = /_OO T (3.106)

que é o propagador massivo numa teoria de campos escalares livres [7].

3.3 A Equacao Master

A aproximacao de considerar o intervalo de tempo entre dois eventos como
sendo fixo e finito nao é adequada para descrever muitos processos, como
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por exemplo o decaimento radioativo, onde os instantes em que acontecem
as transicoes entre estados podem tomar quaisquer valores reais e os inter-
valos nao sao necessariamente iguais. Vamos generalizar nossa analise para
estes casos considerando que o intervalo de tempo para que aconteca uma
transicao, 7, possa tomar valores arbitrariamente pequenos. Quando 7 — 0
podemos escrever:

T(n,m)=71W{(n,m) m#n (3.107)

Interpretamos a matriz W (n, m) como a probabilidade de transi¢do por uni-
dade de tempo, ou taxa de transicao do estado m para o n para m # n. O
termo m = n pode ser escrito da forma:

T(n,n)=1—71Q(n) (3.108)

e corresponde a probabilidade de nao haver transicao no intervalo 7, que sera
muito proxima de um para 7 — 0. Utilizando a normalizacao das colunas da
matriz estocéstica obtemos:

> T(m,n) = T(n,n)+ > T(m,n)

m#n
= 1-7Q(n)+7 Y W(m,n)=1 (3.109)
m#n
e por tanto
Qn) = > W(m,n) (3.110)
m#n

A probabilidade do sistema estar no estado n ao tempo [ 4+ 1 é dada por

Pra(n) = > T(n,m)P(m) = > T(n,m)Fi(m)+T(n,n)F(n)

m#n
= 7Y W(n,m)P(m)+ P(n) — 7Q(n)P(n) (3.111)
m¥#n
Se definimos ¢t = [T e a probabilidade P(n,t) = P/(n) temos:
Plnt+7) = Pnt) _ S° W(n,m)P(m,t) — Qn)P(n,t)  (3.112)
-

m#n
Tomando o limite 7 — 0 e utilizando a relagao (3.110) obtemos

dP(n,t)

—— = 2 (Wh,m)P(m, t) = W(m,n)P(n,t)] (3.113)

m#n
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que é a equacao master. Notamos que a equacao master é uma equacao
diferencial para a variacao temporal das probabilidades e aparece como ele-
mento novo a matriz W(n, m) interpretada como a taza de transicao entre
0s estados m e n. Reconhecemos no primeiro termo da equacao master o
aumento da probabilidade do estado n devido a transicoes para o estado,
enquanto que o segundo termo representa a diminuicao da probabilidade por
transicoes do estado n para outros estados. E claro que o termo com m = n
estd ausente da soma por nao contribuir para a variacao da probabilidade.
Toda a informagao sobre o sistema estd na matriz W(n,m). Esta matriz
pode ser calculada com qualquer método para determinar taxas de transi-
¢ao num sistema, como por exemplo teoria de perturbacoes dependentes do
tempo. Num sistema quantico isto leva a famosa regra de ouro de Fermi:

W(n,m) = 2%|H’(n, m)|?p(E,) (3.114)

onde H'(n,m) é o elemento de matriz do termo de perturbagio no Hamilto-
niano e p(E,,) a densidade de estados do sistema nao perturbado.

3.3.1 Caminhada aleatoria em tempo continuo

Uma interessante generalizacao da caminhada aleatéria consiste em conside-
rar as probabilidades de transigdo dependentes do tempo, da forma yAt/2.
O caminhante ainda pode dar um salto a direita ou esquerda mas agora a
probabilidade de transicao aumenta com o aumento do tempo transcorrido
desde o 1ltimo salto. Desta forma as taxas de transicao sao dadas por
W(n,n+1)=W(n,n—1) :% (3.115)

sendo nulas todas as outras. Para este problema a equacao master toma a
forma:

dP(n,t

db(n,t) = 1P(n+1,t)+1P(n— 1,t) —vP(n,t) (3.116)

dt 2 2

Notamos que o lado direito corresponde a versao discreta do operador La-
placiano o que poe em evidéncia mais uma vez a relacao entre a caminhada
aleatoria e a difusao.
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3.3.2 A matriz de evolugcao W

Na se¢ao anterior definimos as taxas de transicao W(n, m) para m # n. No
entanto nao foi necessario definir o elemento diagonal W (n,n). Dada esta
liberdade vamos escolher estes elementos de forma que

> W(m,n)=0 (3.117)
ou seja
W(n,n) = — ; W(m,n) = —Q(n) (3.118)

Desta forma fica completamente definida a matriz W chamada matriz de
evolugao e que tem as seguintes propriedades:

e Todos os elementos fora da diagonal sao maiores ou iguais a zero:

W(n,m) >0, m#n (3.119)

e A soma dos elementos de qualquer coluna é nula.

Se definimos uma matriz coluna de elementos 1)(n) podemos escrever:

Y Wn,myp(m) =3 [W(n,m)p(m) — W(m,n)p(n)] (3.120)

m#n

Isto nos permite reescrever a equacao master na forma:

%p(n,t) = S W(n,m)P(m, t) (3.121)

cuja solugao formal com condigao inicial P(n,0) é:
P(n,t) = " P(n,0) (3.122)

onde exp (tW) é a matriz definida por

t? t3
éW:I+ﬂv+§wﬁ+§wﬁ+”. (3.123)

sendo [ a matriz identidade.
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3.3.3 Sistema de dois estados

Consideremos o sistema de dois estados dado pela matriz de evolucao:

/2 /2
W_< o —v/2> (3.124)

E facil mostrar que:
W= (=)W 1=1,2,3,... (3.125)
Com este resultado obtemos:
exp (tW) = I+ ; l_‘W

00 tl B
=1

1
= I+-(1—-e™MW (3.126)
Y
Logo, escrevendo em forma matricial:
1
P(t) = P(0) + —(1 — e )W P(0) (3.127)
Y

onde P(t) ¢ a matriz coluna de elementos P(n,t). Explicitamente:
1
P(1,t) = 5(1 —e ™) + e P(1,0)
1
P(2,t) = 5(1 —e ) +eP(2,0) (3.128)

Notamos nesta solu¢do que para t — oo, P(1,t) = P(2,t) = 1/2 indepen-
dentemente da condicao inicial, ou seja, os dois estados ficam igualmente
populados.

3.3.4 Propriedades das matrizes W

A normalizagao das colunas de uma matriz W nos diz que uma tal matriz
possui um autovetor a esquerda com todas as componentes iguais a um e
cujo autovalor correspodente é zero:

o= (L11,...,1) oW =0 (3.129)
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Existe o correspodente autovetor a direita com o mesmo autovalor:
Wiy =0 (3.130)

O autovetor ¢ é uma solucao independente do tempo da equagao master e
pode ser uma probabilidade estacionéria se suas componentes sao nao negati-
vas e convenientemente normalizadas. As matrizes W podem ser classificadas
de forma semelhante a classificacao das matrizes T.

Podemos obter as solugoes da equacao master se determinamos todos os
seus autovetores e autovalores. Chamando A; aos autovalores, os autovetores
a esquerda e direita satisfazem as equagoes:

Wi, = Aty oW = Aoy, (3.131)

Os autovetores formam um conjunto completo ortonormalizado de forma
analoga ao que acontece com os autovetores das matrizes T:

> oi(n)r(n) = 65 ;wk(nm(m) = I(n,m) (3.132)

J& vimos que o vetor de probabilidade estacionéaria P, é um autovetor com

autovalor nulo. Seja Ag = 0 o correspondente autovalor. Entao P, = 1. O

correspondente autovetor a esquerda tem todas as componentes iguais a um.
Consideremos agora a seguinte expansao:

eV =W =e" S o = ey (3.133)
k k

Utilizando este resultado obtemos:

P(t) =" age™'epy, (3.134)
B

onde a; = ¢, P(0) é um escalar. Utilizando agora as propriedades associadas
ao autovalor zero obtemos:

P(t) =P+ > are™'iy, (3.135)
k40
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3.3.5 Balanco Detalhado
No estado estacionario a equacao master se reduz a:

> W(n,m)P.(m)=>_ W(m,n)P.(n). (3.136)
Esta equacao representa o fato de que no estado estacionario a soma de
todas as transicoes por unidade de tempo para qualquer estado n deve ser
balancada pela soma das transicoes do estado n para todos os outros.

Para sistemas fisicos em equilibrio termodinamico uma identidade mais
forte se satisfaz:

W(n,m)P.(m) = W(m,n)P.(n). (3.137)
Esta identidade implica que o balanco das probabilidades acontece para cada
par de estados m e n e é conhecida como balanco detalhado.

O balanco detalhado implica reversibilidade microscopica da dindmica
do sistema. Ainda é possivel mostrar que a condicao de balanco detalhado
depende s6 das taxas de transicao do sistema e nao da forma particular da
probabilidade de equilibrio: consideremos trés estados n,n’ e n” distintos.
No estado estacionario a probabilidade de observar a trajetoria fechada n —
n’ — n” — n em trés intervalos de tempo consecutivos At é:

AW (n, 0" )AtW (", n") AtW (n', n) P.(n) (3.138)
enquanto que a probabilidade de observar a trajetoria inversa é:
AW (n, n)AtW (n/, n" ) AtW (0", n) P.(n) (3.139)

Se o sistema apresenta reversibilidade microscopica essas duas probabilidades
sao iguais e entao:

W (n,n" YW (0", 2 YW(n',n) = W(n,n YW (n',n"YW(n", n) (3.140)

que ¢ independente da probabilidade estacionaria. Ainda é possivel mos-
trar que as matrizes W que satisfacem balanco detalhado possuem todos os
autovalores reais.

3.3.6 Processos “One step” ou “Nascimento-Morte”

Os processos de um passo ou one step sao definidos como processos mar-
kovianos em tempo continuo com estados discretos nos quais s6 sao per-
mitidas transicoes entre estados vizinhos. Assim consideremos uma cami-
nhada aleatéria generalizada na qual a taxa de transicao para a direita é
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W(n +1,n) = a, e para esquerda W(n — 1,n) = b, enquanto que todas as
outras sao nulas. A equacao master correspondente é:

d

ﬁP(n, t) =by1 P(n+1,t) + ap_y P(n — 1,t) — (a, + b,) P(n,t) (3.141)
Em muitos casos esta equacao nao pode ser resolvida exatamente ', no en-
tanto as vezes ¢ possivel obter valores médios de fun¢oes dos estados, f(n).
Os valores médios se obtém multiplicando a eq.(3.141) por f(n) e somando
sobre n:

d
5 < f) >=<[f(n+1) = f(n)]an > + <[f(n = 1) = f(n)]b > (3.142)
O caso mais elementar corresponde aos momentos de n:

d
7 <n>=<a,>—<b, > (3.143)

d
- < n* >=< (2n+ )a, > + < (=2n + 1)b, > (3.144)

Notamos que se as taxas de transicao nao forem lineares em n os momentos
irao dependender de momentos de ordem superior.

3.3.7 Decatmento Radiativo

Suponhamos que temos um material radiativo que, ao tempo ¢, possui n
aAtomos. Em um intervalo At um atomo do tipo A pode decair em outro de
tipo B. O decaimento por atomo é governado pela taxa de decaimento v de
forma que a probabilidade de transicao n — n — 1 num intervalo pequeno de
tempo At é Atyn. Neste problema a, = 0, b, = yn e a equagao master para
as probabilidades de observar n atomos do material A no instante ¢ é:

d
ﬁP(n, t)=v(n+1)P(n+1,t) —ynP(n,t) (3.145)
A equacao para a evolucao temporal do primeiro momento é:
d
o <n>=oy<n>, (3.146)

'Para uma discussio da teoria geral de processos one-step e numerosas aplicagoes ver [9]
capitulo VI
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e do segundo momento:

d
7 < n*>=-2y<n®>+y<n> (3.147)
cujas solucoes sao:
< n(t) >=nge " (3.148)
e
< n?(t) >=nge " + (n§ — ng)e " (3.149)

com as condigoes iniciais < n(0) >= ng e < n?(0) >= nZ. Desta forma
obtivemos o conhecido resultado do decaimento exponencial do niimero de
Atomos num material radiativo. Notar que o estado n = 0 é um estado
absorvente e a solucao assintotica da dinamica a tempos grandes (infinito).

3.3.8 Reacoes quimicas

E possivel fazer modelos simplificados da cinética das reacoes quimicas considerando-
as como processos estocédsticos. Os casos mais simples correspondem a pro-
cessos de um passo. Consideremos por exemplo a reacao:

A4+B — 2A
24 — A+ B (3.150)
A — C

com taxas de reacao ki, ko e k3 respectivamente. A primeira é uma rea-
cao catalitica onde se assume que o nimero de atomos B é muito grande
e praticamente constante. A segunda é a reacao reversa e a terceira uma
aniquilacao espontanea. A taxa de transicdo do primeiro processo que cor-
responde a n — n + 1 é kin; do segundo que corresponde an — n — 1 ¢
kon? e do terceiro que corresponde de novo a n — n — 1 é ksn. Por tanto
a, = kin, b, = kon? + ksn e a equacao master fica:

%P(n, t) = [ka(n4+1)*+ks(n+1)]|P(n+1,t)+k (n—1)P(n—1,t)—(kin+kon*+ksn) P(n, t)
(3.151)

A evoluc¢ao do primeiro momento é:

d
% <n>= (kl — /{?3) <n>—ky < n2 > (3152)
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e do segundo:

% <n?>= (ki +ks) <n>+(2k; —2ks+ky) <n® > —2ky <n® > (3.153)
onde notamos que os momentos de cada ordem dependem dos momentos da
ordem imediata superior, o que produz uma hierarquia de equacgoes acopla-
das. Para poder resolver as equagoes devemos fazer alguma aproximagao. A
mais simples consiste em eliminar flutuacoes e considerar < n? >=< n >2
que nos permite resolver a equagdo para o primeiro momento. Se ki # k3
obtemos nesta aproximagao:

- by — ks
ko +cexp {—(k1 — k3)t}

<n> (t) (3.154)
sendo ¢ uma constante a determinar pela condigao inicial. Este modelo apre-

senta duas possiveis solucoes estacionarias dependendo dos valores relativos
de ]{31 e ]{33:

<n> =0 k’1<k53
ky — k3
<n> = ? ki1 > ks (3.155)
2

Notamos que o sistema apresenta uma mudanca no comportamento assinto-
tico dependendo de que a taxa da reacao catalitica k; seja menor que a da
reacao de aniquilacao espontanea k3 em cujo caso o niumero final de atéomos
do tipo A é nulo ou entao que k; > k3 em cujo caso o numero final de 4&tomos
A é finito. Este é um exemplo simples de transicao de fase. A relaxacao
ao valor assintotico é exponencial em ambos os casos com taxa de relaxacao
7 = |k, —ks|7!. Notamos que a relaxacio se torna mais e mais lenta a medida
que ki e k3 se aproximam e o tempo diverge quando ambas taxas sao iguais.
Neste caso a equacao de evolucao do primeiro momento é:

d
G <n>=—k<n >2 (3.156)

cuja solucao é:

<n>(t)=

3.157
C+ k’gt ( )

Notamos que neste caso o nimero de atomos do tipo A decai a zero de forma
algébrica.
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3.4 Lista de exercicios

1.

Escreva um programa que calcule o deslocamento e o deslocamento
quadratico em func¢ao do tempo (nimero de iteragoes) de uma cami-
nhada aleatoéria em uma dimensao espacial.

1) Grafique o deslocamento z(¢) para uma caminhada.

2) Calcule o deslocamento quadratico médio em fung¢ao do tempo fa-
zendo uma média em 1000 caminhadas (diferentes nimeros aleatorios).
Grafique < z?(t) >. Comparar com os resultados analiticos.

Mostre que a equagao (2.22) é um caso particular da (3.6).

Mostre que as probabilidades condicionais de um processo de Markov
satisfacem a equacao de Chapman-Kolmogorov:

n3|n1 ZP ng\n2 ng\nl) (3158)

Mostre que a caminhada aleatoria de Cauchy, definida pela distribuicao
de Lorentz:

t/m
Plx,t) = —— 3.159
(1) (22 + £2) ( )
e probabilidades condicionais
to — 1
Pz, tao|z1, th) = (2 —11)/m (3.160)

(2 —21)? + (t2 — 11)?

¢ um processo markoviano.

Considere a cadeia de Markov de dois estados F; e E5 com probabilida-
des de transicao T'(1,1) =T(2,2) =p, T(1,2) =T(2,1) =q¢,p+qg=1
e condicdo inicial Py(1) = «, Py(2) = f (a+F = 1). Determinar as pro-
babilidades de transi¢do no I-ésimo passo T'(n,m), as probabilidades
P,(n) e as probabilidades asintoticas ou estacionarias P(n). Interprete
fisicamente o sistema e compare-o com o exemplo de sistema de dois
estados da secao 3.2.3.

A equagao para a evolucao temporal das probabilidades no modelo dos
Ehrenfest é:
Prii(n) =¢q (1 -

n—1

N

) Pitn = 1)+ pPi() + g (”T“) P(n+1).
(3.161)
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O nimero médio de moléculas na caixa A no instante [ é dado por:

(n)y, = inPl(n) (3.162)

Substituindo esta definicao na equacao da evolucao temporal pode-
mos obter uma recorréncia para (n);. Propondo uma solu¢ao da forma
(n); = ar'+b, e uma condicdo inicial (n)y = N, calcule os dois primeiros
momentos da distribuicao no instante [ e a variancia.

7. Seja
f(z)=>¥(n)az" (3.163)

uma funcao geratriz dos autovetores a direita do modelo dos Ehrenfest.
Mostrar que

fe(z) =27 N1 + )V F (1 —2)F (3.164)

onde k = —N(\ — 1)/2q parametriza os autovalores )\ e autovetores

8. Mostre que os autovalores de uma matriz de Toeplitz satisfazem a re-
lacao: A
e = f(n)e*™ = F(k) (3.165)

onde f(n —m) = T(n,m) define uma matriz de Toeplitz.

9. Considere um processo estocéastico de nascimento-morte linear, equacao
(3.141), com b, = yn e a, = Bn, sendo [ e 7 constantes. O processo
resultante representa uma primeira aproximacao para a evolucao do
nimero de bacterias numa populagao. Defina a funcao geratriz:

F(z,t) = i 2" P(n,t). (3.166)

n=-—00
Mostre que a funcao F satisfaz a seguinte equacao a derivadas parciais:

oF oF

o= =B - (3.167)
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10.

Esta equacao diferencial pode ser resolvida pelo método das caracteris-
ticas. Supondo que no instante inicial existem exatamente m bactérias,
verifique que:

7@-—U6”‘”“—52+—7>m (3.168)

Bz —1)elP=t — Bz 4y
é solucao da equacao diferencial. Usando expressoes para os momentos

da distribuicao em termos de derivadas da funcao geratriz, calcule o
primeiro momento e a variancia em funcao do tempo.

Pt =

Repita o problema 1 para uma caminhada com distribuicao de Weie-

restrass. O que pode concluir da comparacao de ambas caminhadas
‘?



Capitulo 4

O Modelo de Ising

Neste capitulo vamos comecar com o estudo de sistemas de particulas em
interacao sob a perspectiva dos processos estocésticos associados. Um dos
modelos mais universais e importantes, tanto pela diversidade de aplicagoes
como pela relativa simplicidade que permite obter solugoes exatas em muitos
casos ¢ o modelo de Ising.

O modelo de Ising pode ser definido sobre uma rede hipercibica em d
dimensoes espaciais. Em cada vértice da rede é definida uma varidvel bina-
ria, ou seja a variavel dindmica relevante pode assumir somente dois valores
o; ={£1} ou {0,1}. O indice i = 1,..., N corresponde aos N sitios da rede.
Um estado do sistema corresponde a uma configuracao completa das N va-
riaveis definidas nos sitios da rede o = (01, 09,03,...,05_1,0N). A evolugao
temporal das probabilidades é dada pela equagao master:

%P(O’, t)= > [W(o,0")P(c',t) — W(c',0)P(0,t)] (4.1)
o'#o

Notamos que dado o carater binario das variaveis o; o sistema tem 2V estados
possiveis, ou configuracoes. O proximo passo é determinar a forma das taxas
de transicao entre os estados W(o,o’). Primeiramente vamos nos limitar a
considerar uma dinamica na qual a cada passo somente um sitio muda de
estado. Esta dindmica é conhecida como single spin flip dynamics ou
dinamica de reversao de um tnico spin. Para este tipo de dinamica as taxas
sao dadas por:

W(o' o)= Z §(01,01)0(0h,09) ... 8(0;, —0;) ...0(cy, on)w(o;)  (4.2)

28
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onde §(07}, 0;) sdo deltas de Kronecker e o fator w(o;) € a taxa de inversao do
estado do i-ésimo sitio de o; para —o;. Com esta definicao a equacao master
se pode escrever da seguinte forma:

d

aP(a, t) = [w(—0;)P(Rio, t) — w(o;) P(o, t)] (4.3)
onde R; é um operador que inverte o estado do i-ésimo sitio. A evolucao
temporal da média de uma fungao de estado f(o):

< f(o) >= Zf(a)P(a, t) (4.4)

fica da forma:

d

- < f(o) >= Z < [f(Rio) — f(o)]w(o;) > (4.5)

i=1

Como casos particulares importantes analizaremos a evolugao temporal da
média de f(o) = 0;:

d
% < 0; >= -2 < O'j’lU(O'j) > (46)

e da correlagao de dois pontos f(o) = 0,0 para j # k:

% < oo >= =2 < gjow(oj) > =2 < gow(oy) > . (4.7)

O modelo de Ising foi inicialmente formulado para descrever a transicao
de fase num material ferromagnético. Nas secoes seguintes vamos ver como
as taxas w(o;) devem ser especificadas para corresponder ao Hamiltoniano
de um sistema ferromagnético. Mas desde essa aplicagao inicial o modelo
tem demonstrado ser de utilidade para estudar sistemas tao diversos como
ligas binarias, sistemas magnéticos desordenados, fluidos na rede ou gases
de rede, sistemas de redes de neur6nios, o sistema imunolédgico, crescimento
de estruturas fractais como o DLA (diffusion limited aggregation) e redes
de genes entre muitas outras aplicacoes em diversas areas das ciéncias. A
caracteristica binaria das variaveis do modelo em analogia com a forma de
armazenamento de dados num computador fazem dele um modelo perfeito
para simulagoes computacionais de uma grande variedade de sistemas.
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De aqui em diante vamos utilizar a linguagem de sistemas de spins para
discutir o comportamente dinamico do modelo de Ising. Podemos definir
uma func¢ao energia, ou Hamiltoniano do modelo, da forma:

H=—-J Z 0;0; (48)

<ij>

onde J é uma constante que representa a magnitude da interacao entre as
variaveis de spin o; = +1. Notamos que a forma da energia corresponde
a interacoes de pares de spins. Se J > 0 a interacao corresponde a um
comportamento ferromagnético e favorece o alinhamento dos spins vizinhos
(a energia diminui neste caso) enquanto que se J < 0 a interac¢ao é do tipo
antiferromagnético e os spins tendem a ficar antialinhados ou antiparalelos.
Este modelo apresenta, para dimensoes d > 2, uma transicao de fase a uma
certa temperatura critica 7,, de uma fase desordenada a temperaturas
altas para uma fase ordenada ou ferromagnética a temperaturas baixas (T <
T.) quando J > 0 ou para uma fase com ordem antiferromagnético quando
J < 0. Em d = 1 o modelo nao apresenta transicao a temperatura finita
tendo um ponto critico a 7' = 0.

A presenca de um banho térmico com o qual o sistema estd em contato
induz uma dinamica estocédstica no mesmo que pode ser analizada com as
ferramentas estudadas até agora. Em particular podemos tentar responder
a perguntas como qual é a evolucao das probabilidade dos estados fora do
equilibrio?, com qué velocidade o sistema se aproxima do equilibrio nas fases
de alta e baixa temperatura?, acontece alguma coisa de especial na dina-
mica exatamente no ponto critico 7.7, como se comportam as quantidades
termodinamica em funcao do tempo? a energia interna, a magnetizacao, a
susceptibilidade, as correlagoes?

Notamos que o modelo de Ising nao possui uma dinamica “natural”, ou
seja nao temos equacoes de Hamilton para ele, ji que o Hamiltoniano esté
definido num espaco discreto. No entanto a forma do Hamiltoniano e o co-
nhecimento da forma das probabilidades estacionérias, dadas pela mecanica
estatistica, permitem introduzir regras dindmicas razoaveis para levar o sis-
tema no caminho do equilibrio termodinamico conhecido. Uma destas regras,
ou “dindmicas” mais conhecidas foi introduzida por Glauber [13].
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4.1 Dinamica de Glauber [13]

Como ja vimos, uma condicao necessaria para a dindmica de qualquer sistema,
convergir a distribuicao de equilibrio é o balanco detalhado, que no modelo
de Ising corresponde a exigir:

w(—0;)P(R;o,t) = w(o;)P(0,t) (4.9)
Definimos o campo local sobre o sitio i:

hi =)oy, (4.10)
J

com a soma extendendo-se a todos os vizinhos com os quais o spin i-ésimo
interage. Assim, podemos escrever a energia do modelo na forma:

H=-J> o;h. (4.11)

Como as probabilidades de equilibrio debem ser dadas pela distribuicao de
Boltzmann, a condicao de balaco detalhado pode ser escolhida como:

P(Rio,t)  w(o;)  exp(—BJoih)
P(o,t) w(—0;) exp (BJo;h;)
onde # = 1/kT. Utilizando a identidade exp £z = cosh z £ sinh z obtemos
exp (—fJo;h;) 1 —o;tanh (8Jh;)
exp (BJa;h;) 1 + o; tanh (8Jh;)

Finalmente asumindo que a taxa de inversdo de um spin livre seja I'/2, a
taxa de inversao do modelo de Glauber corresponde a:

(4.12)

(4.13)

w(o;) = g [1 — o; tanh (5Jh;)] (4.14)

Esta forma particular das taxas de transicao sao conseqiiéncia do carater
binério das variaveis de spin. No entanto o resultado pode ser generalizado
para qualquer sistema que apresente um conjunto de estados discretos carac-
terizados por energias F; entre as quais o sistema pode realizar transicoes
que tendam a diminuir a energia. A expressao geral é da forma:

1
[+ exp [3(E; — E,)

E facil mostrar que para uma energia da forma (4.8) as taxas (4.15) se redu-
zem as correspondentes (4.14).

w(B; — Bj) =T (4.15)
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4.2 Aproximacao de campo médio

Vamos discutir nesta secao uma aproximacao para a solu¢ao da dinamica
do modelo de Ising-Glauber conhecida como aproximacao de campo médio.
A mesma corresponde fisicamente a desprezar ou suprimir flutuagoes nas
variaveis dindmicas ou spins. A partir das equacoes (4.6) e (4.14) obtemos
uma equacao para a evolucao do valor médio do spin ou magnetizacao:

1d

[ <oi>=—<0i> + < tanh (3Jh;) > (4.16)
Esta equacao nao pode ser resolvida exatamente em dimensao arbitraria. A
aproximacao de campo médio equivale a considerar:

< tanh (8Jh;) >— tanh (8J < h; >) (4.17)

onde claramente estamos eliminando as flutuagoes no valor dos campos locais
h;. Como o sistema apresenta invariancia translacional podemos escrever
< o0; >= m independentemente do sitio i e a equacao diferencial para a
dinamica de m se reduz a:

1d
fd—T = —m + tanh (5Jzm) (4.18)
onde z é o nimero de vizinhos de um dado sitio ou numero de coordenacao.

Em equilibrio se deve satisfazer:
m = tanh (3Jzm) (4.19)

que é a conhecida equacao de Curie-Weiss para a magnetizacao. Esta equacao
trascendental apresenta dois tipos de solucoes diferentes dependendo do valor
do parametro 3Jz que corresponde a inclinacao da tangente hiperbélica na
origem. Se #Jz < 1 a solucao é unica m = 0. Esta regiao corresponde
a temperaturas altas e é chamada fase desordenada ou paramagnética. Ja
se BJz > 1 existem duas solucoes com m # 0. Esta regiao corresponde a
temperaturas baixas e é chamada fase ordenada ou ferromagnética. Vemos
entdo que na temperatura critica T, = Jz/kp acontece uma transi¢ao de fase.
Na realidade analisis melhores que a aproximacao de campo médio permitem
verificar que o modelo de Ising apresenta uma transicao de fase somente
para dimensoes d > 2, o modelo unidimensional com interagoes de vizinhos
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proximos s6 apresenta um ponto critico em 7, = 0. A aproximacao de campo
médio equivale a considerar o modelo em dimensoes altas.

Podemos estudar a dinamica do parametro de ordem na vizinhanca do
ponto critico fazendo uma expansao em série da tangente hiperboélica e trun-
cando a ordem m? (jA que m < 1 perto da transi¢ao):

1 dm 1 4

—— = —em—-m 4.20

I dt 3 ( )
onde € = (T'—=T.)/T. é uma temperatura reduzida, uma temperatura adimen-
sional relativa a temperatura critica. Multiplicando ambos os membros por
m obtemos uma equacao diferencial para m?:

1 dm? , 1y
- S 4.21
of at 3" (4.21)
A solugao para € # 0 é:
3e
2 _
m(t) = (4.22)

onde ¢ é uma constante. Para ¢ — oo obtemos solugoes diferentes depen-
dendo do sinal de e. Para ¢ > 0 (T" > T,) m — 0 que corresponde a fase
paramagnética ou desordenada. Notamos que o decaimento é exponencial
com um tempo caracteristico T oc €71 Se € < 0 (T < T..) m # 0:

Meg = 1/3]€] (4.23)

Notamos que existem duas solugoes simétricas para m com sinais opostos. A
magnetizagio na vizinhaga da transigio se comporta como m,, o |e|*/2. O ex-
poente 1/2 é um dos chamados expoentes criticos, neste caso o [3 que caracte-
riza o comportamente do parametro de ordem perto da transi¢ao m., o le|®.
Também notamos que o decaimento aos valores de equilibrio, tanto acima
como abaixo da transicao sao exponenciais. Exatamente no ponto critico
e = 0 e a equagao dinamica se reduz a:
1dm 1
= ——m? (4.24)
I' dt 3
cuja solucao é:
V3
m(t) = —=—=
V2I't + ¢

Neste caso o decaimento deixa de ser exponencial para ser algébrico.

(4.25)
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4.3 O modelo de Ising unidimensional

Nesta secao vamos analizar a dinamica do modelo de Ising em uma dimensao
espacial [14]. Este caso é exatamente solivel ja que as equagoes dinamicas
sao lineares. No entanto a fisica do sistema é altamente nao trivial sendo um
excelente exemplo para estudar a dinamica fora do equilibrio de um modelo
ferromagnético. Ja comentamos antes que em uma dimensao o modelo de
Ising s6 apresenta um ponto criticoem 7T'= 0. Em d = 1 a taxa de transicao
(4.14) se pode escrever na forma:

w(oi) = 2{1 — oitanh [3(01 + 0141)]} (4.26)
Fazendo uso da identidade
tanh [3J (011 + 0i21)] = %@1 4 0141) tanh 28, (4.27)
reescrevemos a taxa na forma:
w(0) = 211~ 390,01 + 0:4)] (1.28)
onde fixamos I' = 1 e definimos
v = tanh 2(4J = coslhu’ = —Intanh 5.J. (4.29)

Estes parametros estao relacionados com o tempo de relaxacao e o compri-
mento de correlagao de equilibrio [15] na forma:

1 1
Teqg = —— g = — 4.30
q 1 — g q /l/ ( )
que divergem exponencialmente ao se aproximar da temperatura critica:
exp4iJ exp20J
Teq ~ geq ~ — (431)
2 2
Conseqiientemente observamos o seguinte comportamento de escala:
Teq & 253(1 (4.32)

A forma desta lei de escala revela o comportamento difusivo do sistema a
temperaturas baixas. O expoente z = 2 é outro exemplo de expoente critico,
neste caso o expoente que relaciona o tempo de relaxacao com o comprimento
de correlagao de equilibrio 7., o< £Z,. O expoente 2 ¢ conhecido como expoente
dindmico e da informacao da velocidade de relaxacao do sistema ao equilibrio.
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4.3.1 Relaxacao da Magnetizacao

A equagao diferencial para a evolu¢ao da magnetizagao local (4.16) fica agora
da forma:

d Y

p <op>=—<o0; > +§(< oi1 >+ <011 >) (4.33)
Agora estéa claro o carater linear da equagao dinamica o que permite uma so-
lucao exata da mesma. O mesmo acontece com momentos de ordem superior.
Para resolver a equagao diferencial vamos utilizar as técnica de transformadas
de Fourier, Laplace e Fourier-Laplace definidas a seguir:

e Transformada temporal de Laplace

O ()= [ ZE g 4.34
| hlte Fult) = [ phaget (4.3)
e Transformada espacial discreta de Fourier
—ing 2n dq F ing
t) = Z fn(t)e fn(t) - 0 % (q,t)e (4.35)

e Transformada de Fourier-Laplace

Z/ zt-l—znq)dt /2 /27r dq FL ) zt+ing
i

(4. 36)

Chamando < o,, >= m,(t) e utilizando estas transformadas, a equagao para
a magnetizacao se pode escrever como:

dm*®(q,t
WD _ (ycosg — 1y (g, (437)
ou
"(q,2) = (yeosq = 1)m""(q, 2) +m" (¢,t = 0) (4.38)
entao P 0)
FL m-(g,t =
= 4.39
(4:2) z+4+1—7cosq (439)

Vamos obter agora a funcao de Green do problema correspondente a uma
condi¢ao inicial com o spin na origem apontando para cima oy = 1 e os
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outros em orientagoes completamente aleatérias. A solucao entao satisfaz
m,(0) = G,(t = 0) = §(n,0) de forma que G¥(q,t = 0) = 1. Assim a
equacao (4.39) fica da forma:

1
Grt = 4.40
Antitranformando Laplace:
GF(q,t) = elreosa-t (4.41)
e antitransformando Fourier:
—t 2 dq ~t cos g+ing —t
Gn(t)=e —e =e 'I,(yt) (4.42)
0 27

onde I, é uma funcao de Bessel modificada. Agora, invertendo a equacao
(4.39) obtemos a solucao geral para a magnetizagio em fungao do tempo
como uma convolugao no espago:

My (t) = mu(t = 0) x G(t) =D My (t = 0)Grom(t) (4.43)

Em particular se o sistema esté inicialmente magnetizado de forma homogé-
nea m,(t = 0) = my Vn a relaxacdo é exponencial:

my,(t) = mg Z Gn(t) = mOGF(q =0,t) = moe "t/ (4.44)

com 7., dado por (4.30). Notamos que o tempo de relaxacao diverge quando
T — 0. A seguir vamos considerar o comportamento para tempos e distancias
grandes tais que se satisfaz:

b~ Ty > 1 ne g >1 (4.45)

com a racao entre estas grandezas um nimero finito arbitrario. Neste regime
a lei de escala (4.32) implica:

b Tog~on® ~ 2> 1 (4.46)

Como conseqiiéncia z & ¢*> ~ p? sao pequenas e a equagao (4.40) se simplifica

na forma: )
GFr P — 4.47
(Q7 Z) 925 qg 9 ( )
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Antitransformando obtemos:

Go(t) ~ — Lo (4.48)
" - vV 27Tt P 7—eq 2t .

que é a aproximagao ao comportamento de escala da fungio de Green (4.42).
Notamos que as varidveis relevantes neste regime sdo t/7., e n/ Vt, o que
estd de acordo com (4.46). Notamos que a T = 0 o primeiro termo da
exponencial se anula e o processo de relaxacao nao atinge jamais o equilibrio
se comportando como um processo difusivo auto-similar como se observa da
variavel de escala n/v/t.

4.3.2 Correlagoes a tempos iguais

Vamos analizar a seguir as correlacoes de dois pontos a tempos iguais defi-
nidas na forma:

Como assumimos invariancia por translagoes espaciais podemos escrever:

Vamos entao resolver as equagoes dinamicas dadas por (4.7) assumindo uma
condicao inicial completamente aleatoria, o que equivale a estudar um resfria-
mento rapido desde um estado de temperatura infinita. A equacao diferencial
fica da forma:

dC,(t
T — 20,(1) 4 A(Coa(t) + (1), nA0 (451)
com a condicdo inicial C,,(0) = d,0 e Co(t) = 1. Para poder resolver a

equacao pela técnica das transformadas vamos completar o conjunto com o
caso n = 0 somando um termo da forma v(t)d, o onde v(t) é uma funcao a
determinar com a condic¢ao Cy(t) = 1, ou seja,

dC,(1)
dt

Transformando Fourier-Laplace:

20F(q,2) = 2(ycos g — 1)CFE(q, 2) +v¥(2) + 1 (4.53)
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de onde L( )
+1
CFL(q, 2) = — 2~ 4.54
(¢.2) 2+ 2—2vcosq (4.:54)

A condigao Cy(t) = 1 transformada Laplace equivale a:

1 27 L 1
Chy=2= [Ty - LEL (455)
z 0o 27 \/(z+2)2—472
e entao
2+ 2)2 — 442
vi(z) = \/< ) LAY (4.56)
z
Com este resultado obtemos
2+ 2)2 — 4~2
CPifg, = V=D (4.57
2(z 42— 2vycosq)
e anti-transformando Fourier,
n|
1 (24+2—4/(24+2)2 —4~2
CL(z) = - ( V(422 — 4t (4.58)
z 27

Correlagoes de equilibrio

A solucao de equilibrio para qualquer temperatura finita se pode obter
considerando um tempo suficientemente grande ¢ > 7., que equivale o tomar
o limite lim, o 2CL(z) obtendo:

o — 2 In|
o (1 Vi 7) _ pmtlnl — p—lnl/éeq

. (4.59)

que é um resultado conhecido da solucao de equilibrio do modelo [15]. A qual-
quer temperatura finita as correlagoes espaciais decaem exponencialmente
com uma distancia caracteristica, ou comprimento de correlagao: &,.

Aproximacgao ao equilibrio, temperaturas baixas, tempos longos
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Vamos analizar agora a solucao fora do equilibrio no regime de tempos
longos e temperaturas baixas tal que z ~ ¢> ~ u? < 1. Neste regime a
funcao de correlacao escala como:

2z + p?

CFE(q, 2) ~ 4.60
(¢,2) ) (4.60)
Antitransformando outra vez:
I e_ln‘ V Z+M2
Cr(z)  — (4.61)

z

Uma ultima transformada inversa [14] nos permite obter a expressao das
correlagoes neste regime dinamico:

Cn(t) =~ % {e“”'erfc <2|L\/|E + Mﬁ) + e Hnler fe (2|L\/|£ - uﬂ)} (4.62)

onde a funcao erro é definida por
fa)= = [e (4.6
erflr)=—1_ e x :
\/7_T 0

e a funcao erro complementar
fel)=1—erf(a) = — [ e *d (1.64)
erfe(x) =1—erf(z) =— e x :
N

Do tltimo resultado podemos obter comportamentos interessantes em di-
versas aproximacoes. Por exemplo a 7" = 0 no regime de crescimento de
dominios (1 < t < 7,), = 0 e a correlacdo se simplifica para:

e = erge(4) o

onde observamos uma estrutura auto semelhante dos dominios na variavel de

escala n/v/t.

Finalmente vamos analizar a susceptibilidade magnética definida por:

X(t) =2 Cu(t) = C"(g=0,1) (4.66)
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A partir da (4.57) obtemos:

1 [2+2+2y
)= | ——— 4.67
X'(2) 2\ z+2—2y (4.67)

Fazendo o limite lim,_ 2x”(z) obtemos a susceptibilidade de equilibrio:
1 1—v1—172
Xea= 1| L = cotn ¥ = 1 Rg—t (4.68)
1—7 2 -1+ V1-72

Vemos que a susceptibilidade de equilibrio diverge em 7. = 0 indicando a
presenca da transicao de fase.




Capitulo 5

Movimento Browniano II: a
equacao de Langevin

5.1 Caminhada aleatéria nas velocidades: a equa-
cao de Langevin

Na descricao do movimento browniano feito até agora as variaveis relevantes
utilizadas foram as coordenadas da particula. Para ter uma descricao mais
proxima do que seria uma formulagao newtoniana teriamos que incluir as
mudancas nos momentos ou velocidades devidas as colisoes entre a particula
browniana e as particulas do fluido no qual estd imersa. Em 1908 P. Langevin
prop6s uma descri¢ao alternativa do movimento browniano, mais proxima
das equacoes de Newton. A partir das observacoes do movimento browniano
de particulas suspensas na superficie de fluidos era evidente que a particula
realizaba uma espécie de movimento erratico muito rapido, sem uma direcao
definida, provavelmente conseqiiéncia das colisoes das particulas do fluido
com a particula browniana. No entanto observando numa escala de tempo
maior a particula sofria um “arraste” produzido pela viscosidade do fluido.
Langevin propos uma equacao de Newton fenomenoldgica para a particula,
da forma:

me— = —— + F(t) (5.1)

onde o primeiro termo corresponde a uma forca devida a wviscosidade do
meio, sendo B a mobilidade e F(t) uma forca aleatoria devida as continuas
colisoes das particulas do meio com a particula browniana. Duas suposi¢oes

71
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fundamentais sao feitas:

1. A forca média devida as colisoes é nula:
(F(t)y =0 (5.2)

2. As colisoes sucessivas sao independentes, estao descorrelacionadas, o
que é expressado mateméaticamente da forma:

(F(OF(t)) = Co(t — t'). (5.3)

A média é um promedio temporal, C' ¢ uma constante que mede a intensidade

do ruido estocéastico. Da primeira condi¢ao concluimos que a forca média

exercida sobre a particula corresponde a forga viscosa. A segunda condicao

implica que a particula nao guarda memoria das sucessivas colisoes.
Dividindo (5.1) por m a equagio de Langevin se escreve:

dv

iU n(t) (5.4)

onde v = 1/(mB) é o coeficiente de atrito e n(t) = F(t)/m é um ruido
estocdstico branco. Esta variavel estocastica, o ruido branco, por ser descor-
relacionado tem uma distribuicao gaussiana. Mais adiante veremos que se
chama “branco” porque seu espectro de freqiiéncias contém todas as freqiién-
cias possiveis por igual. Ele possui as propriedades:

<nt)> = 0
<n(tnt)> = Tot—1t) (5.5)

onde I' = C'/m?. Podemos notar entdo que, por causa do termo de ruido
estocéstico, a equacao de Langevin ¢ um exemplo das chamadas equagoes
diferenciais estocdsticas. O termo de ruido por ser descorrelacionado varia
de forma descontinua com o tempo e entao a variacao temporal da posicao
(ou velocidade) da particula browniana nao é suave, em geral as fungoes
nao sao diferenciaveis. Isto exige um céalculo especial para tratar com estas
equacgoes. A evolucao temporal obedecida pelo processo estocastico no mo-
vimento browniano, ou mais geralmente na equacao de Langevin, se chama
processo de Wiener. O processo de Wiener esté relacionado ao ruido n(t) na
forma [16]:

Wi = [ "ot dr. (5.6)
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Algumas propriedades importantes do processo de Wiener que sao conseqiién-
cia da sua definicao sao:

1. (W(t)) = 0.
2. (W)W (#)) =T min(t,t).

3. W (t) é um processo estocéstico markoviano e gaussiano. O carater mar-
koviano segue por ser uma soma (integral) de processos markovianos,
e a distribuicao gaussiana segue também da definicao e do Teorema
Central do Limite. Como conseqiiéncia, além de ter média nula sua
variancia resulta o2 = T't.

4. Chamando W (ty) = wy, das propriedades anteriores segue que a distri-
buicao do incremento de Wiener

W (t) — wp = /t:n(t’) dr (5.7)
¢ gaussiana:
_ 1 (w — wp)?
P(w — wq, t — tg) = mexp l—m], (5.8)

e também pode ser considerada uma probabilidade condicional ou pro-
babilidade de transicdo P(w,t|wy,ty). Por tanto a largura da dis-
tribuicdo do incremento de Wiener AW = W (t + At) — W(t) sera
oy = L At.

Estas propriedades fazem com que o processo de Wiener tenha caracteristicas
matemaéticas singulares. Por exemplo, sua derivada temporal diverge:

daw AW(AY) . VAt

o A Ay Sl T o (5.9)
Isto reflete o fato de que um processo estocastico nao pode ser considerado
como uma, funcao usual. Wiener formalizou as técnicas de calculo que per-
mitem definir corretamente as propriedades matematicas destes processos
estocasticos. Para uma introducao aos processos de Wiener se pode ver
[9, 17, 16]. Também fizeram importantes contribui¢oes ao formalismo do
movimento browniano Stratonovitch, Ito, Ornstein e Uhlembeck, Langevin,
Einstein e Perrin, dentre outros [18] .
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Para obter a solugdo da equagao (5.4) escrevemos v(t) = u(t)e™ " com
u(t) uma funcdo a ser determinada. Substituindo em (5.4) obtemos que u
deve satisfacer a equacao:

% = e"'n(t) (5.10)
cuja solucao é:
u = ug+ /Ot ' n(t')dt! (5.11)
e por tanto:
W(t) = vpe " +/ W=E)p(¢) (5.12)

com condicdo inicial v(t = 0) = u(t = 0) = up = vy. Notamos que esta
¢ uma equacao determinista e vale para qualquer realizacao particular do
ruido. No entanto, pela discussao acima, a forma mais correta de interpretar
estes resultados é em forma probabilistica. Vamos utilizar as propriedades
do ruido (5.5) para obter a velocidade média e a velocidade quadratica média
(v.q.m.) da particula, que sdo grandezas bem definidas a partir das proprie-
dades estatisticas do ruido:

<v>=uype " (5.13)

Vemos que a velocidade média decai a zero exponencialmente rapido num

tempo caracteristico 7 = 1/v. 7 é o tempo de relaragao. Este resultado é

conseqiiéncia da viscosidade ou em geral da presena de forcas dissipativas.
Para calcular a v.q.m. usamos os resultados (5.12) e (5.13) para obter:

(v—<v>)P=e 2’”/ / n(t" ey’ " (5.14)
Usando agora (5.5)
<(v— < >)2> =e /Ot Te? dt! (5.15)
Resolvendo a integral obtemos finalmente a variancia da velocidade:
<v?>—<u>= % (1 — e*M) : (5.16)

Vemos que ao contrario da velocidade meédia, a variancia nao se anula a
tempos longos e se aproxima exponencialmente a:

T
<v?>=— 5.17
v >= o (517)
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Da teoria cinética dos gases sabemos que, para um sistema cléssico em equi-
librio, vale o principio de equiparticao da energia, que para cada grau de
liberdade equivale a:

1 1

5 < v? >= ksT (5.18)
onde kp é a constante de Boltzmann e T" a temperatura absoluta. Compa-
rando os dois tltimos resultados obtemos

N m

r (5.19)

que é conhecida como rela¢ao de Einstein ou relagao de flutuagao-dissipac¢ao
j& que prediz uma relacao entre a intensidade das flutuacoes contidas em I"
com a intensidade da dissipagao, contida em 7, quando o sistema se encontra
em equilibrio com o um banho térmico & temperatura 7.

5.1.1 De volta as coordenadas: o deslocamento quadra-
tico médio
Para obter o d.q.m. da particula integramos a velocidade
t
T =mx9+ / v(t")dt’ (5.20)
0
e fazendo uso de (5.12):
t / t / tl 1"
T =1 —|—vo/ e " dt’—i—/ e " / n(t")e dt"dt’ (5.21)
0 0 0

Integrando o segundo termo e invertendo a ordem das integrais do terceiro
obtemos

]. t 1" t !
T =19+ v9—(1 —e ) +/ n(t")e / e " dt' dt” (5.22)
Y 0 "
Integrando em t’ obtemos
1 —t Lot " (t"—t) "
r=x9+vo—(l—e 7)+—/ n(t") (1 —e” )dt (5.23)
gl v J0

Até aqui o resultado é vélido para qualquer seqiiéncia do ruido 7(t). Usando
as propriedades (5.5) obtemos o deslocamento médio da particula:

1
<z(t) >= 20 +v9—(1 — ) (5.24)
gl
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Este resultado reflete o fato de que < x > depende somente das condic¢oes
iniciais, ou mais exatamente da evolugdo em tempos t < 1/7. De fato nesta
escala de tempos a velocidade média é < v >~ vy (ver 5.13) e a particula se
comporta como uma particula livre.

Para calcular o deslocamento quadratico médio (d.q.m) procedemos como
no caso das velocidades:

]_ t 1
- <a>=o / D) (1 — =Ygy (5.25)
0

Elevando ao quadrado esta expressao e usando (5.5) obtemos:

r ot 1\ 2
. 2\ _ =) /
(@ <x>)>_724(1 ) dt (5.26)
Fazendo a integral obtemos finalmente:
r 2 1
<> < >’= — {t —=(1l—-e"™+—(1- e‘m)} (5.27)
gl gl 2y

Para tempos muito grandes esta expressao ¢ dominada pelo termo linear em
t e se obtém o conhecido resultado:

<2?>— <>~ Dt (5.28)

onde D = 7% é a constante de difusao. Este tltimo resultado poe em evidéncia
a relagao entre o movimento browniano de uma particula e uma caminhada
aleatoria. A fisica por tras dos dois processos é essencialmente a mesma. No
entanto, vemos que no formalismo de Langevin este resultado sai essencial-
mente das equagoes de Newton, assumindo a presenca de uma forca efetiva
de carater estocastico. Utilizando a relagao (5.19) obtemos que, quando a
particula entra em equilibrio com o meio:

 2kgT
=

D

(5.29)

que é outra forma da relacao de flutuacao-dissipacao vista antes. No seu
trabalho sobre o movimento browniano, Einstein propos uma expressao para
medir o nimero de Avogadro. Se a particula browniana for esférica, a forca
de viscosidade obedece a lei de Stokes e a mobilidade é igual a B = 1/67na
onde 1 é o coeficiente de viscosidade do fluido e a o raio da particula. Neste
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caso, usando as relagoes anteriores temos que a constante de difusao de uma
particula esférica é dada por D = kgT/3mna. A constante de Boltzmann é
dada por kg = R/N, sendo R a constante universal dos gases e N o niimero
de Avogadro. Supondo R conhecida, e como D, T, 1) e a sao acessiveis expe-
rimentalmente, a partir das relacoes anteriores é possivel estimar o niimero
de Avogadro. Em 1908, trés anos ap6s o paper de Einstein, Perrin realizou
uma série de experimentos detalhados e obteve N ~ 6.85 10* mol~!, dando
uma evidéncia definitiva da existéncia dos &tomos e moléculas, coisa que até
entao continuava a ser debatida. O valor atualmente aceito para o niimero de
Avogadro é N ~ 6.02 10** mol~!. Por este trabalho Perrin ganhou o premio
Nobel em 1926 [18|.

5.1.2 Balanc¢o energético

Se multiplicamos (5.1) por v obtemos:

md , v?
f = F .
5 dtv 5 +v (5.30)
ou p
m
a (5’02> + UFat =oF (531)
onde F,; = v/B é a forga de atrito ou viscosa. Tomando a média:
dK
— + Py, =P 5.32
a (532)

sendo K a energia cinética, Py, a poténcia dissipada e P a poténcia trans-
ferida para a particula. Vemos que existe um balango entre a variacao da
energia cinética e as poténcias transferida para e dissipada pela particula.
Usando o valor ja calculado do desvio quadratico médio da velocidade pode-
mos calcular explicitamente o lado esquerdo da (5.32) e obtemos:

mI’ . kJBT

P= = —
2 mB

(5.33)
o que indica que a poténcia transferida para a particula é independente do
tempo. Ainda podemos notar que em geral a variacao de energia cinética
pode ser positiva, negativa ou nula dependendo da relagao entre a K inicial e
a de equilibrio k5T /2. No entanto no regime estacionario a energia cinética é
constante e entao a poténcia transferida deve ser igual a poténcia dissipada.
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5.2 Funcoes de correlacao

Para um intervalo de tempo dado a seqiiéncia de valores das variaveis ale-
atorias {n(t)}, {z(t)} e {v(t)} representa um processo estocéastico. Uma
caracteristica importante de um processo estocastico ¢ o grau de correlacao
estatistica entre valores das variaveis em diferentes instantes ao longo do
processo. Para uma variavel genérica u(t) definimos a funcao de autocor-
relacao de dois tempos:

Ct,t") =< u(t)u(t') > (5.34)
Algumas propriedades importantes sao:

e Se 0 processo estocastico é estaciondrio, o que quer dizer que as suas
propriedades estatisticas nao variam com o tempo, a autocorrelagao de-
pende s6 da diferenca dos dois tempos C'(t'+s,t") = C(s), independente
de .

e A autocorrelagao a tempos iguais C(¢,t) = C(s = 0) que é igual ao valor
quadratico médio da variavel u, é uma quantidade positiva definida. Em
particular para um processo estacionario ¢ uma constante independente

de t: C(0) = const > 0.
e Se pode provar [19] que para qualquer valor de s, C'(s) < C(0).

e Se pode provar [19] que a autocorrelagdo é simétrica respeito de s:

C(s) = C(=s) = C(|s])

As fungoes de (auto)-correlagio ocupam um papel fundamental tanto na
mecanica estatistica quanto em geral na teoria de processos estocésticos.
Elas permitem obter informacao importante sobre as mudancas na evolu-
¢ao temporal de um sistema fisico qualquer. As fugoes de correlagao sao
uma das quantidades fundamentais na formulacao do Teorema de Flutuacao-
Dissipacao, que veremos mais adiante.

5.3 Analise espectral de um processo estocas-
tico: o teorema de Wiener-Kintchine

Uma forma muito comum de analizar a estrutura temporal de um processo
dependente do tempo consiste em descrever as possiveis freqiéncias que po-
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dem dar lugar uma dada evolucao temporal. Esta analise pode permitir dis-
tinguir, por exemplo, dois processos que embora possam apresentar a mesma,
média e desvio quadratico, sejam no entanto qualitativamente diferentes na
sua estrutura temporal. Em sistemas lineares a técnica de anéalise do espec-
tro de freqiiéncias é conhecido como andlise de Fourier. Vamos considerar
processos estacionarios nos quais a variavel relevante u(t) apresenta um des-
vio quadratico médio independente do tempo. E o caso, por exemplo, da
velocidade de uma particula browniana apds equilibrar com o méio que a ro-
deia. Neste caso a variavel é chamada estatisticamente estaciondria. Nao é o
caso da posicao da particula browniana livre, ja que o d.q.m. desta aumenta
continuamente proporcionalmente ao tempo como j& vimos.

Entao consideremos o processo estacionario {u(t)} durante um intervalo
de tempo 0 < ¢t < T. Podemos desenvolver a funcao u(t) em uma série de
Fourier da forma:

u(t) = > ape™rt (5.35)
onde as freqiiéncias sao:
2mn (5.36)
Wy = —— .
T
correspondentes a um periodo 7. A fung¢ao u(t) é considerada real, e entdo,
a, = a, +ia, a_, =a, =a, —ia. (5.37)

Os coeficientes de Fourier sao dados por:
1 (T ,
4 = = / u(t)e et (5.38)
T Jo

Se a fungao u(t) fosse perfeitamente periodica os coeficientes a,, seriam nime-
ros bem definidos e definiriam sem incerteza nenhuma o espectro de freqiién-
cias de u(t). No entanto como u(t) é uma variavel aleatoria os coeficientes a,,
também o serao. Neste caso se pode pensar que o intervalo de periodicidade
da funcao é infinito. Definimos entao:

1 /T
ag = lim T/o u(t)dt, (5.39)

T—o00

onde ag ¢é igual a média temporal da variavel u. Vamos assumir no seguinte
que ap = 0 ou, de forma mais geral, que na variavel u ja foi substraida a
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média. Também se verifica que, para todo T', < a,, >= 0. O quadrado médio
dos coeficientes de Fourier é definido por:

<lap|? >=<l|d,|* > + < |d|* > (5.40)

Se forem filtradas as freqiiéncias de forma a deixar passar uma banda de
largura Aw se define a intensidade média da banda como:

I(wAw= > <|a,>> (5.41)

wWn €AW

O namero de modos na banda de largura Aw é Aw/(wpy1—wn) = Aw/(27/T) =
L Aw. Assumindo que temos um continuo de freqiiéncias, passamos ao con-
tinuo e definimos o espectro de poténcia do processo u(t) como:

T
f@0=}§;§;<VMV> (5.42)

Existe uma relacao importante entre o espectro de poténcias de um processo
estocastico e a funcao de autocorrelagao do processo. Esta relacao se conhece
como Teorema de Wiener-Kintchine:

Teorema 1 Dado um processo estaciondrio u(t) se verifica que:
1 oo ,
L. :—/(%t%% 5.43
@ =5 [ Cult)e (5.43)

Demonstracao
De (5.38) temos que:

1 /T T '
<la,|* >= ﬁ/o dt1/0 dty < u(ti)u(tz) > exp[—iw,(t; — ta)]  (5.44)

Como o integrando depende s6 da diferenca t; — t5 para resolver a dupla
integral é conveniente fazer um cambio de variaveis e integrar em duas etapas:
para t; > to integramos na nova variavel ¢t = t; — t, e em t5. A integral em
to tem por limites 0 e 7' — ¢, do que resulta:

T .
/ (T — 1)C(t)e"nt (5.45)
0
Na regiao t; < t5 obtemos

| LT = o (et (5.46)
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Introduzimos estes resultados em (5.42) e tomamos o limite 7" — oco. Asu-
mindo que as integrais que restam sao convergentes obtemos:

1 00 . o0 .
I(w) = — [ [T cwear+ [ C(—t)ew’tdt] (5.47)
2m Lo 0
Finalmente convertendo a tltima integral a uma no intervalo (—oo, 0) obte-

mos (5.43).

O teorema de Wiener-Kintchine nos diz que se conhecemos o espectro de
poténcia de um processo estocastico conhecemos a funcao de correlacao, e
viceversa. Antitransformando Fourier obtemos:

o) = [ ‘: I(w)é™!duw (5.48)

Este ¢ um resultado muito poderoso para o calculo de propriedades dinamicas
de processos estocasticos estacionarios. Vamos ver alguns exemplos:

e Suponhamos que temos um processo cuja variavel u(t) é muito irregu-
lar, de forma que a evolucao dela é praticamente impreditivel. Neste
caso as correlagoes decairao imediatamente e podemos supor que no
caso extremo:

C(t) =To(t) (5.49)
E o caso do ruido estocastico considerado na equacao de Langevin (5.4).
Para o espectro de poténcias obtemos

I(w) = % = cte (5.50)

A intensidade é independente da freqgiiéncia. Um espectro de poténcia
com esta caracteristica se chama “ruido branco”. No entanto na pratica
um espectro estritamente branco é inaceitavel ja que o valor inicial da
funcao de correlagao diverge C'(0) = oo. Em lugar deste comporta-
mento extremo na pratica C(t) sera uma fungio concentrada em torno
da origem mas que definird uma banda de freqiiéncias permitidas. Por

exemplo se .
Ct) = C(O)S”;(ft), (a>0) (5.51)
obtemos
2m
I(w) = ;C(O) se w<a/2w (5.52)
=0 se w>a/2w (5.53)

No limite a — oo recuperamos o caso ideal da delta na origem.
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e O caso contrario ao anterior no qual temos um processo muito regular,
ou seja, preditivel, a funcao de correlacao ird se extender para valores
grandes de t e o espectro de freqiiéncias estara caracterizado por uma
série de picos nos valores de algumas poucas freqiiéncias caracteristicas.
O caso mais simples é o de um espectro com uma freqiiéncia so, ou
“monocromaético”. Neste caso a correlacao serd do tipo:

C(t) = C(0) cos (wot) (5.54)

e 0 espectro sera:
I(w) =C(0)0(w — wp) (5.55)

e Consideremos a equagao de Langevin basica (5.4). Podemos resolver
a equacao fazendo uma anélise de Fourier. Desenvolvamos o ruido em
série de Fourier:

n(t) = > me™ (5.56)
e também a velocidade:
o(t) = Y vent (5.57)

Substituindo na equacao diferencial transformamos ela numa equacao

algébrica:
1

O (5.58)

de forma que o espectro de poténcias da velocidade fica (ver 5.42):

1) = @) (5.5

 Jiwy, + 7y

Como 7(t) é um ruido branco I, (w) =1I'/(27) e entdo:

[ oo eidw
Cy(t) = —/ — 5.60
( ) 27 J oo w2 + ”)/2 ( )
Resolvendo a integral pelo teorema dos residuos obtemos:
r _
C(r) =<v(t)v(t+71) >= o€ . (5.61)
i
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Vemos que a funcao de correlagao de dois tempos da velocidade de uma
particula browniana livre decai exponencialmente com o tempo. Deste
resultado podemos obter como caso particular quando 7 = 0 o desvio
quadratico médio da velocidade:

C(0) =< v(t)? 5= (5.62)

2y
que coincide com o resultado (5.17) obtido da solugao direta da equagao
de Langevin. E importante notar que embora este caso simples da
caminhada aleatoria livre possa ser resolvido de diversas formas, isto
nao sera assim para um sistema mais geral e entao serd nestes casos
onde o resultado do teorema de Wiener- Kintchin é de grande utilidade.

Finalmente, é importante notar que a analise de Fourier é uma ferramenta
poderosa para o estudo de sistemas lineares no regime estacionério.
No entanto deveremos aplear para outros métodos no caso de sistemas nao-
lineares ou processos nao estacionarios.

5.4 Conjunto de equacoes de Langevin acopla-
das

Em um sistema formado por um ntimero grande de graus de liberdade, como
por exemplo o conjunto de variaveis microscopicas de um sistema de muitos
corpos, a dinamica do mesmo pode ser descrita pelo conjunto de equagoes de
Langevin:

d ¢

com i =1,2,..., N e as variaveis do ruido branco obedecendo as seguintes
propriedades:
(&) =0 (5.64)

(G(& ) = Lyd(t 1),

onde I';; sao constantes.
Um exemplo simples é dado por uma particula que se move ao longo do
eixo x realizando um movimento browniano e sujeita a uma forca externa
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elastica. As equacoes de Langevin que descrevem o movimento serao:

dx
dt
dv
dt

= v
= —yv—wiz +n(t) (5.65)

onde w? = k/m e k é a constante elastica. Podemos identificar z; = z,
filz,v) =v, 29 =v e fo(z,v) = —yv — w?zr. Fixando I';; =T, =Ty =0e
[y =T, podemos notar que as equagoes anteriores se ajustam a forma (5.63)
com N = 2. Casos muito comuns sao dados quando queremos descrever
a dinamica de relaxacao dos spins em sistemas magnéticos ou de variaveis
dindmicas microscopicas em sistemas em contato com um banho térmico.

5.5 Equacoes de Langevin Markovianas e Nao-
Markovianas

O carater Markoviano no contexto da equacao de Langevin faz referéncia ao
fato de que o atrito ao tempo t é proporcional & velocidade no mesmo instante
e que o ruido é branco ou suas correlacoes sao dadas por uma funcao Delta.
Muitos problemas reais nao tém este carater Markoviano: a forca de atrito
que atua no tempo t pode depender da historia da velocidade v(¢) em tempos
anteriores a t. Ou seja, o atrito pode ter “memoria”. Neste caso o coeficiente
de atrito 7 é substituido por uma fungao de memoria K (t), de forma que a
forca de atrito no tempo t é dada por:

t
—yo(t) — —/ ds K(t — s)v(s) (5.66)
ou cambiando variaveis de s para t — s:

—you(t) — — /OOO ds K(s)v(t —s). (5.67)

Este efeito de memoria faz com que o ruido nao seja mais branco e a relacao
de flutuacao-dissipacao (5.5) deve ser modificada. Este tipo de problemas se
chamam Nao-Markovianos.

Um exemplo de como pode surgir um comportamento nao markoviano
é eliminando a velocidade nas equacoes do movimento browniano de um
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oscilador harmonico (5.65). Vamos supor uma condigdo inicial tal que a
velocidade é nula no pasado infinito v(—oc0) = 0. Integrando a segunda das
equagoes (5.65):

t
v(t) = / ds e "9 (—w?x(s) 4 n(s)) (5.68)
= / dse 5 (—w?z(t — ) +n(t — s))
0
Agora substituindo este resultado na primeira equagao (5.65) obtemos:

d

W [Takee 60

onde o nicleo de memoria K (s) e a forca estocastica F'(t) sdo agora dados
por:
K(t) = w?e (5.70)
F(t) = / dse 7 n(t —s).
0

Usando as propriedades do ruido branco 7(t) e notando que, em equilibrio,
o segundo momento da variavel x satisfaz:

kgT
2 _ B
(@) = (5.71)
podemos expressar as correlacoes do novo ruido na forma:
(F(OF() = (2%)eg K (|t = ). (5.72)

Esta tiltima é uma versao nao markoviana do Teorema de Flutuacao-Dissipacao.
Notamos que o novo ruido nao é branco, a fun¢ao de correlagao é proporcional
ao nucleo de memoria da forca de atrito.

No limite de atrito muito grande e para tempos muito maiores que 1/v a
funcao K (t) pode ser aproximada por uma func¢ao Delta de Dirac preservando

a area:
2

w
K(s) = 2—0(s) (5.73)
gl
que corresponde a um atrito markoviano. Neste limite a equacao (5.69) se
torna uma equagao de Langevin aproximadamente markoviana para a posicao
x(t) da particula.
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Neste exercicio notamos que quando eliminamos alguma variavel de um
sistema de equacoes markovianas, o resultado é nao markoviano. A inversa é
valida e é importante lembrar: um processo nao markoviano pode ser trans-
formado num processo markoviano acrescentando uma variavel ao problema.

Equacoes de Langevin nao markovianas surgem naturalmente no estudo
de sistemas desordenados, devido & dinamica lenta que se reflete em fortes
efeitos de memoria no sistema. E possivel mostrar, por exemplo, que par-
tindo de um sistema de equagoes de Langevin com ruido branco para os spins
num modelo de vidro de spin arrivamos a um modelo efetivo onde as corre-
lacoes do novo ruido nao sao mais dadas por fungoes Delta mas por niicleos
de memoria que se originam na desordem das intera¢oes do Hamiltoniano do
sistema. Estes sistemas apresentam em geral caracteristicas de difusao ano-
mala, também conseqiiéncia da memoria presente nos termos dissipativos.

5.6 Particula browniana num banho térmico de
osciladores harmonicos

Uma forma ilustrativa de como pode surgir uma equacao de Langevin a partir
de uma dinamica Hamiltoniana consiste em considerar um sistema arbitré-
rio caracterizado por coordenadas e momentos {z,p} interagindo com um
sistema de osciladores harmonicos independentes através de uma interacao
bilinear. Vamos ver como é possivel derivar de forma exata uma equacao de
Langevin e ainda qual é neste sistema a origem da forca estocastica e o caré-
ter dos termos dissipativos que podem dar lugar a uma dinamica markoviana
ou nao-markoviana.

O banho de osciladores é descrito por um conjunto de coordenadas {¢;}
e seus momentos conjugados {p;}. Para simplificar a notagao fixamos as
massas dos osciladores iguais a um. O Hamiltoniano do sistema é:

2
p

Hs = — + U(x). 5.74

s= L +U) (574)

O Hamiltoniano do banho térmico inclui os osciladores e um acoplamento

com o sistema na forma:

He =3
J

J

p 1 %\
51 + 5w§ <qj — w—;x> ] , (5.75)



Daniel A. Stariolo - IF-UFRGS - 2006 87

no qual w; sao as freqiiéncias dos osciladores e 7; mede a intensidade do
acoplamento do sistema com o j-ésimo oscilador. O Hamiltoniano do banho
térmico possui trés termos: o primeiro ¢ o Hamiltoniano usual do oscilador
harmonico, o segundo ¢ um acoplamento bilinear da forma (3°;~;q;)* en-
tre os osciladores e o sistema, e o ultimo depende s6 do sistema e pode ser
considerado como parte do potencial arbitrario U(z). Considerando o Ha-
miltoniano completo H = Hs + Hp do sistema+banho térmico, as equagoes
de Hamilton do sistema serao:

dz. _ p
dat  m
dp V;
W= U@ (qj—w—jzx), (5.76)
e as do banho térmico:
dg;
a P
dp;
d—t] = _W?Qj+'7jx' (5'77)

Para z(t) dada é facil resolver as equagdes para os osciladores:

sinw;t sinw;(t — s)

q;(t) = 4;(0) coswjt + p;(0) (5.78)

J

t
+’yj/0 dsz(s)

Wi

Integrando por partes podemos expressar o resultado anterior da forma:

v Vi sin w;t t  p(s)cosw;i(t —s
qJ(t)_w_]zx@) = (qj(()) - w—é:c(O)) cos w;t+p;(0) » J _%/o ds (s) ](2 )
j j

j m wj
(5.79)
Substituindo este resultado na equacdo (5.76) para o sistema obtemos uma

equagao de Langevin:

df;_(t’f) — Ua() — /Ot ds K (s) Z% +By(t), (5.80)

na qual podemos identificar o niicleo de memoria como:

2
K@) => % coswjt (5.81)

J
J J
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e o "ruido"F,(t) é dado exlicitamente por:

Fyt) = im0 224 1 5, (qj<o> - %x(@)) coswt. (5.82)
j J j J

Notamos que fazendo uma escolha adequada do espectro {w;} dos osciladores
e das constantes de acoplamento com o sistema {v;} podemos obter um
nucleo de memoria de forma arbitraria. Por exemplo, se o espectro é continuo
e a soma em j & substituida por uma integral >-; — [dw g(w), com g(w) a
densidade de estados do banho térmico, e supondo em geral que v = y(w) é
uma func¢ao de w, a funcao de memoria é dada por uma integral de Fourier:

K(t) = [~ duwgu) 112

t. 5.83
2 CosW (5.83)

O termo de memoria em geral decai numa escala de tempo caracteristica 7.
Experimentalmente, se o tempo de observacao for muito menor que o tempo
caracteristico t < 7, teremos um forte efeito de memoéria e o ruido neste
caso se chama colorido. No extremo oposto, se o tempo de observacao for
muito maior que o tempo caracteristico ¢ > 7, o efeito de memoria teréd se
perdido completamente, e o ruido entao serd branco ou descorrelacionado.
Um exemplo simples é considerar o modelo de Debye de solido cristalino
elastico. A distribuicao de freqiiéncias de Debye é:

g(w) = —5-0(wp —w). (5.84)

Considerando v(w) = v constante, obtemos para o nicleo de memoria:

K(t) = 373 sinth.

= 5.85
mw?  wpt (5:85)

Se a freqiiéncia de Debye wp for suficientemente grande podemos aproximar
K (t) por uma fun¢ao Delta de Dirac K(t) =~ 236(t) com 3 = 3737w/ (2mw?)
obtendo explicitamente o caso correspondente a um ruido branco.
Finalmente, notemos que a expressao do ruido (5.82) depende exclusiva-
mente das coordenadas e momentos iniciais dos osciladores, e entao é uma
funcao do tempo conhecida. No entanto como os osciladores sao muitos e
independentes entre si, pelo teorema central do limite esperamos que apre-
sentem propriedades estatisticas simples. Dependendo das propriedades es-
tatisticas das coordenadas e momentos iniciais serao as propriedades do ruido
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F,(t). O caso mais simples ¢ quando o ruido é gaussiano, que seria o caso
quando as coordenadas e momentos iniciais dos osciladores sao variaveis ale-
atorias independentes e identicamente distribuidas, entao o teorema central
do limite nos diz que a soma delas se aproxima de uma gaussiana quando o
numero for muito grande.
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5.7 Lista de Exercicios

1.

Calcule a funcao de autocorrelagao de dois tempos das velocidades de
uma particula livre em movimento browniano. Mostre que, em geral:

< V(ty)v(ty +1) >=e M < 2(t,) > (5.86)

onde t,, (waiting time) é o tempo de espera. A partir deste resultado
determine a autocorrelacao de equilibrio definida por:

C(t) = Jim < V(ty)v(ty +1) > (5.87)
e o correspondente espectro de poténcias: C(w) = % [ e “tC(t)dt.

Determine explicitamente como funcoes do tempo a variacao da energia
cinética média dE./dt e a poténcia média dissipada Py, para o caso da
particula livre que executa movimento browniano. Mostre que a soma
dE./dt + Pgs = P, onde a poténcia transferida P é independente do
tempo. Faca um gréafico dessas trés grandezas versus t.

. Pospisil reportou em Ann. Phys. 83, (1927) 735 a observagao do movi-

mento browniano de particulas de fumaca de raio a = 0.4x10~4 ¢cm sub-
mersas em uma solucao de dgua-glicerina, de viscosidade 0.0278 poise,
a uma temperatura de 18.8°C. O valor observado de < z? > num
intervalo de 10 seg foi 3.3 x 1078 em?. Com estes dados determine a
constante de Boltzmann e compare com valores atuais tabelados.

. A equacao de Langevin para uma particula de massa m em movimento

browniano sujeita a uma forga eldstica —mw2z é dada por:

d
2 = e =(t) (5.88)

Calcular (z%(t)) e (v%(t)) e mostrar que, no limite wy — 0 os resultados
se reduzem as expressoes (5.27) e (5.16) no caso xg = vg = 0. Discutir
os resultados para o caso de uma particula de massa desprezivel m — 0
(caso stuper- amortecido ou nao-inercial).

Faca uma andlise de Fourier da equacao de Langevin do problema ante-
rior e calcule o espectro de poténcias e a funcao de autocorrelacao das
coordenadas. A partir do resultado obtido calcule o desvio quadratico
médio.



Capitulo 6

A equacao de Fokker-Planck

Vamos ver neste capitulo um formalismo equivalente e alternativo ao de Lan-
gevin para descrever a dinamica de sistemas estocasticos. Veremos que a toda
equacao de Langevin corresponde uma equacao diferencial que determina a
evolugao temporal da distribuigao de probabilidades P(u,t) da variavel es-
tocéastica u. Esta equacao diferencial estocéstica, conhecida como equacao
de Fokker-Planck é de fundamental importancia na analise da evolucao da
distribuicao de probabilidades de um sistema estatistico para o equilibrio
assintotico ou estado estaciondrio. Em particular, para sistemas fisicos, a
solucao estacionéria da equacao de Fokker-Planck corresponde & distribui-
cao de Boltzmann-Gibbs para o sistema em equilibrio termodinamico. No
entanto com a equacao de Fokker-Planck temos acesso a toda a historia da
evolucao temporal das probabilidades, permitindo analizar a forma como um
sistema caminha para o equilibrio final. A equacao de Fokker-Planck pode
ser considerada como um caso particular de equacao mestra, para processos
markovianos e quando as taxas de transi¢ao sao pequenas [9]. No entanto
aqui vamos deduzir a equacao de Fokker-Planck por sua relacao com a equa-
cao de Langevin.

6.1 De Langevin a Fokker-Planck

Nas secoes seguintes vamos acompanhar de perto a exposicao de T. Tomé e
M. de Oliveira [10]. Comegemos escrevendo a equagao de Langevin no caso
nao-inercial na forma:

dSL’_

o = (@) +a(t) (6.1)

91
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com (n(t)) =0e (n(t)n(t")) =Td(t —t'). Se discretizamos o tempo de forma
que t = nr, e considerando as propriedades de um processo de Wiener vistas
na secao 5.1, a versao discreta da equacao pode ser escrita na forma:

Tpnt+1 = Tn + 7 f(xn) + \/ﬁgna (62)

com &, variaveis aleatorias independentes com (£,) = 0 e (¢2) = 1. Desta
forma podemos, por exemplo, gerar no computador uma “trajetéria” particu-
lar do processo definido pela variavel z,,, dada uma condicao inicial x5 e uma
seqiiéncia de ntimeros aletorios &, e “simular” desta forma uma dinamica de
Langevin.

Vamos mostrar agora que a esta equacao de Langevin corresponde uma
equagao diferencial para a distribuicao de probabilidades P(z,t). Seja P,(x,,)
a distribuicao de probabilidades da variavel x,, e g, (k) a correspondente fun-
cao caracteristica, dada por:

(k) = (eon) = / ¢hen P (2,) da (6.3)

Entao, ‘ '
(k) = (o) = (@I, (6.4

onde ((,) = 0 e (¢3) =T /7. Tendo em vista que z,, e (, sao independentes,

podemos escrever ' A
(k) = (om0 7). (6:5)

Expandindo g¢,+1(k) até primeira ordem em 7 o primeiro fator resulta:
(e™ {1 + ikt f(zn)}) = (*) + ik (f(x,) e™) (6.6)

e o segundo
1 1
1+ ik7(() — §k272<§’2> =1- §kzrr. (6.7)

Logo, até primeira ordem,
. ikx r 2/ ikx
guet (k) = galk) + 7 {ik(fan)e) = SRR L (68)

Usando agora as propriedades:

R )e™) = (F@) ey = = [ Lf@) P@)de (69)

Xz
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2/ ik G e @
KA ) = () = /e 5 Pa(w)da (6.10)
concluimos que
Pyii(x) —Py(x)  d I

Tomando o limite para 7 — 0 obtemos finalmente

2

O 1 r )Pt + 2L pla b, (6.12)

0
ol =5, 3 d7?

ot
Esta é uma equacao diferencial para a evolucao temporal da distribuicao de
probabilidades da variavel x e é conhecida como Equacao de Fokker- Planck.
Nesta forma particular a equacao de Fokker-Planck também é conhecida
como FEquacao de Smoluchowski, ja que foi M. von Smoluchowski o primeiro
a estudar, em 1906, o caso de uma particula browniana sujeita a acao de um

campo externo, efeito que aparece no primeiro termo da direita da equacgao
(6.12).

6.2 Solucao estacionaria

Podemos escrever a equagao de Fokker-Planck (6.12) na forma:

) )
S P(at) = —— (. (6.13)

onde J(x,t) é uma corrente de probabilidade definida por:
Ja,t) = F(@)Pa.t) - = - Pa, 1) (6.14)
x,t) = f(x)P(x, 5 5p L (%:t): :

Na forma (6.13) a equagio de Fokker-Planck é uma equagio de continuidade.
Vamos supor que a variavel « tome valores num intervalo [a, b], onde um ou
ambos limites podem ser infinitos.

Integrando ambos os lados de (6.13) em x obtemos:

% / " P(a,t) dr = J(a,t) — J(b1). (6.15)
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A densidade de probabilidade P(z,t) deve estar normalizada para todo tempo
t, ou seja

/bP(x,t) dr =1, (6.16)

e entao o lado esquerdo de (6.15) deve se anular, e por tanto J(a,t) = J(b,t).
Consideremos por simplicidade apenas o caso em que a corrente de probabi-
lidade se anule em ambos extremos © = a e x = b em qualquer instante ¢, ou
seja J(a,t) = J(b,t) = 0.

No regime estacionario a densidade de probabilidade serd independente
de t, e por tanto, por sua definicao a corrente de probabilidade também
deve ser independente de ¢ neste regime. Como o lado esquerdo da (6.13) se
anula, entao a corrente também devera ser independente de x. Logo el& deve
se anular para todo valor de z dada a condicao de contorno que escolhemos.

Por tanto a distribuicao estacionaria deve satisfazer:

I'd
P(z,t) — =——P(x,1) = 1
F(@)Pla,1) — 5 5Pl 1) = 0 (6.17)
ou 4 )
. In P(x) = ff(x) (6.18)
Chamando V(z) o potencial correspondente a for¢a f(x) = —dV/dx entao
2
In P(z) = —fV(a:) + const, (6.19)
ou 5
P(z) = A exp <—fV(:p)> (6.20)

com A uma constante de normalizacao. Notamos que identificando correta-
mente as constantes A e I' a solugao estacionaria para o caso de um sistema
fisico num potencial externo V(z) corresponde a distribuigdo Boltzmann-
Gibbs. Dada a equivaléncia entre a equacao de Fokker-Planck e a equacao
de Langevin, este resultado garante também que assintoticamente o processo
descrito pela equacao de Langevin com uma forca externa derivada de um
potencial leva o sistema para o equilibrio termodinamico.

6.3 Operador de evolucao

Vamos introduzir nesta secao um operador de evolucao W de forma seme-
lhante ao feito quando estudamos a equacao mestra. Com ele é possivel
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mostrar que a densidade de probabilidade P(z,t) tende ao valor estacionario
obtido na secao anterior quando ¢t — oo.
A equagao de Fokker-Planck (6.12) pode ser escrita na forma:

0
aP(az,t) =W P(x,t), (6.21)

onde o operador de evolugao W age sobre fungoes reais ¢(z) e é definido por:

W o(x) = - 2 [(@)o(a)] + 5 oyo(z). (6.22)

De acordo com as condigoes de contorno impostas nas secoes anteriores, a
classe de fungoes ¢(x) sobre as quais atua o operador W devem satisfazer que
a densidade de corrente de probabilidade —f(z)¢(z) + (I'/2)¢'(x) = 0 nos
dois extremos x = a e x = b. Por tanto por (6.22) estas fungoes satisfazem
a seguinte propriedade:

/ "W () dz = 0. (6.23)

Esta propriedade garante que a densidade P(z,t) estard normalizada para
todo tempo t desde que seja normalizada no instante inicial.

Com o recurso do operador de evolugao podemos escrever a solugao formal
da equacao de Fokker-Planck na forma:

P(z,t) = ™ P(z,0) (6.24)

onde o operador e’V é definido por:

t? 3
etW:1+tW+§W2+§W3+... (6.25)

Assumimos agora que WV possua um espectro de autovalores discreto, de
forma que:

Wen(z) = A ¢u() (6.26)

paral =0,1,2,..., onde ¢;(x) sdo as autofungoes de W e A; seus autovalo-
res. Assumamos ainda que P(z,0) admita uma expansao em autofunc¢oes da
forma:

P(z,0) = ial (). (6.27)
1=0
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Entao usando (6.24) obtemos:
Pz, t) =Y aje™¢y(z). (6.28)
1=0

Usando agora a propriedade (6.23) na equacao de autovalores (6.26) podemos
mostrar que:

A, /ab oi(x) dz = 0 (6.29)

A densidade de probabilidade estacionéaria satisfaz a equacao:
W P(z) = 0. (6.30)

A equagao (6.30) nos diz que a densidade de probabilidade estacionaria é
autofuncao do operador de evolucao com autovalor nulo. Vamos definir entao
¢o(z) = P(x) e Ag = 0. Assim podemos escrever:

P(z,t) = P(x) + li_o:al ey (). (6.31)

onde ag = 1 que se obtém integrando ambos os lados de (6.27) e usando
(6.29).

E possivel mostrar que todos os autovalores exceto Ay sao estritamente
negativos, e por tanto toda a soma do lado direito de (6.31) se anula no limite
t — oo. Entado P(x,t) — P(x) assintoticamente. Por tanto, a dependéncia de
P(z,t) com o tempo, para tempos longos, serd exponencial, e caracterizada
pelo autovalor Ay, ou seja:

P(x,t) — P(x) + a161(x)e ™™, (6.32)

desde que a; # 0. Por tanto o decaimento para o estado estacionario se
da numa escala de tempo caracteristica 7 = 1/|A;|. Pode acontecer que
T — 00 em cujo caso o decaimento nao ¢ mais exponencial mas algébrico,
caracterizando um sistema com dinamica lenta na relaxacao da densidade de
probabilidade.

Exemplo
Consideremos o caso de uma particula confinada no intervalo —L/2 < z <
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L /2, na auséncia de forcas externas. Neste caso f(x) = 0 e temos que resolver
a equacao de autovalores:

r

5@%@ = A¢() (6.33)

com as condi¢oes de contorno ¢'(—L/2) = ¢'(L/2) = 0. As solucoes para
essas condicoes sao:

[ Lcos(kz) 1=0,2,4,...
di(x) = { L7 tsin(kz) 1=1,3,5,... (6.34)
Ay = —Lk? k = wl/L e a normalizagao foi escolhida de forma que ¢o(z) =

P(z). A solu¢do da equagdo de Fokker-Planck para o caso com condigao
inicial com a particula na origem, isto é, P(x,0) = d(x), é:

2 > 2
P(x,t) = —+ T S e 2cos (ka). (6.35)

1=2(pares)

SI

Enquanto L for finito o tempo caracteristico de relaxagao sera 7 = 1/|As| =
2(L/2m)?. Esse tempo diverge para L — oo. No entanto, nesse caso a
solucao da equacao de Fokker-Planck é:

1 foo 2 1 2
P(z,t) = ;/0 e /2 cos (kx) dk = \/ﬁeﬂ /2rt (6.36)

que corresponde ao conhecido processo de difusao normal num espaco ilimi-

tado, e por tanto o decaimento da densidade de probabilidade sera algébrico,
P(z,t) ~t71/2,

6.4 O problema de Kramers

Um problema classico, estudado pela primeira vez no contexto da equacao de
Fokker-Planck por Kramers em 1940, é o cédlculo da probabilidade por uni-
dade de tempo para uma particula escapar de um poco de potencial passando
através de uma barreira.

Este problema tem miiltiplas aplicacoes e realizagoes, como por exemplo
na cinética das reacoes quimicas, na teoria de nucleacao em transicoes de
fases de primeira ordem, e em geral na relaxacao em superficies potenciais
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com multiplos minimos, como em vidros, sistemas desordenados e problemas
de otimizagao [20].

Vamos analizar aqui o mais simples dos casos citados acima, no qual a
relaxagdo de uma particula num potencial unidimensional V' (z) acontece no
limite nao-inercial e entdo obedece a equagao de Smoluchowski (6.12). No
problema em questao a particula se encontra confinada no entorno de um
minimo do potencial, de coordenada x4, e para escapar da atragao desse
minimo deve superar uma barreira que no ponto maximo r¢c tem uma altura
U. Para além de x¢ a particula escapa por exemplo para o entorno de outro
minimo em zp > x4 (esta é somente uma possibilidade). O escape através
da barreira se da por ativagao térmica, mas supomos que a energia térmica
kgT < U, e entao a probabilidade de escape por unidade de tempo sera
pequena.

Vamos mostrar que, no limite ndo-inercial ou stiper amortecido v/m > 1,
relevante por exemplo para estudar processos de relaxacao, a taxa de escape

¢ dada por:
~U/KT

1 wpweme

~U/kT
- o 5 ve : (6.37)
Os parametros que aparecem nesta equacgao sao: a altura da barreira U =
V(ze) — V(xa), a freqiiéncia angular de vibragdo no minimo mestaestéavel
wy = m~V"(z,4), e a freqiiéncia angular de vibragao no estado de transigao
wi =m V" (zc)].

Agora definimos a taxa de escape do estado metaestavel em x4 para zp
como sendo x = 1/7 tal que satisfaz:

J(z) =k P(x) (6.38)

onde J(z) é a densidade de corrente de probabilidade e P(z) a probabilidade
de encontrar a particula num entorno de z. Expressando as constantes na
equacao de Fokker-Planck através da relacao de Einstein, a corrente pode ser
escrita na forma:

J(z,t) =

D P(z,t) 0V OP(x,t)
D~ Ox Ox

— —De [agevk(;)l:’(a:,t)]. (6.39)

X

Seguidamente assumimos que a energia térmica disponivel é pequena com-
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parada com a altura da barreira de potencial, ou seja,

U Vizg) = V(za)
kT kT
é muito grande. Logo a densidade de corrente através da barreira em x¢ é
muito pequena e a taxa de variagdo da densidade de probabilidade P(z,t)

também é pequena. Sendo assim podemos considerar J(x,t) = J indepen-
dente de z. Integrando (6.39) entre x4 e x5 obtemos:

(6.40)

B V@ (z4) V(zp)
J/ "y = D |e i P(za,t) —e * P(xp,t)]|. (6.41)

Agora assumindo que muito poucas particulas conseguem escapar para xpg
podemos aproximar a equacao anterior como:

V(zg)

e R P(ZL‘A, t)

sze W d

J=D (6.42)

Se a altura da barreria for muito grande, entao a distribuicao de probabilidade
no entorno de x4 serd aproximadamente a distribuicao de Boltzmann-Gibbs:

V(@z)—V(za)

P(z,t) = P(xa,t)e— * . (6.43)

Agora, a probabilidade P de encontrar a particula no entorno x; < x4 < o
sera:

P= / i P(z,t)dx = P(xa,t) o H / Lo de (6.44)

A partir de (6.42) e (6.44) obtemos a taxa de escape:

Dr™t = / T da:/ T de = LI, (6.45)

1 A

A contribuicoes principais nas integrais anteriores sao nas regioes no entorno
de x4 e x¢ respectivamente. Podemos entao fazer uma expansao dos poten-
ciais V' (z) em série de Taylor na forma:

V(z) = V(za) + %(:p —24)°V"(24) (6.46)

V(z) = V(ze) — =(x — 20)?|V" (z0)] (6.47)
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Agora estendendo os limites de integracao para oo obtemos:

x S8} z—x 4)2 " T kT
I = e_VEcTA) / 6_( 21674) V' (za) dr = V/2mre™ V;TA) V//( ) (648)
—00 T A
e
Vize) kT
IQ =V2me kT W (649)

Por tanto finalmente obtemos:

i\/V”(HCA)\/|V”($C)|e_wwc)k—TvuAn

2m vy
1
= %%WAWC 67% (650)

Este resultado nos diz que os tempos caracteristicos de relaxacao num sis-
tema caracterizado por barreiras de energia de altura U é dado pela lei de
Arrhenius:

7 o eV/HT (6.51)

ou seja, cresce exponencialmente com a altura da barreira.

O problema de Kramers pode ser generalizado para o caso com inércia e
para sistemas com um ntumero arbitrario de graus de liberdade. O problema
geral estudado por Kramers ainda é um problema em aberto, cujas solugoes
sO6 se conhecem em algumas aproximagoes.
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