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Capítulo 1Variáveis aleatórias edistribuições de probabilidade
1.1 O 
on
eito de probabilidade e propriedadesfundamentaisFaremos, neste primeiro 
apítulo, uma introdução rápida dos 
on
eitos fun-damentais da teoria das probabilidades, que é a metodologia matemáti
abási
a para poder desenvolver os 
on
eitos físi
os que iremos estudar neste
urso. A seguinte dis
ussão está baseada no 
lássi
o livro de Gardiner [1℄,nas notas do 
urso de teoria de probabilidades de Marinari e Parisi [2℄ e nolivro de Cá
eres [4℄. Todo ao longo do 
urso iremos fazer referên
ia tambémao Feller [3℄, que é um dos melhores livros sobre probabilidades e apli
ações.A noção de probabilidade de um evento é intuitiva, e nós fazemos usodela no nosso dia a dia. No entanto, para �ns de sistematizar a apli
açãode um 
on
eito, é ne
essário de�nir ele de forma mais ou menos pre
isa. Ade�nição mais tradi
ional e intuitiva de probabilidade é a freqüên
ial que dizmais ou menos o seguinte: quando jogamos uma moeda a 
ara ou 
ruz, se dizque o resultado �
ara� tem probabilidade 1/2 se fN , o número de vezes nosquais �
ara� apare
eu dentre N lan
es, dividido pelo número total de lan
esefetuados, tende a 1/2 quando N tende a in�nito.Outro ponto de vista é o 
hamado subjetivista, segundo o qual a probili-dade de um evento indi
a uma �previsão� sobre o mesmo, 
ondi
ionada sobrea nossa ignorân
ia. Consideremos por exemplo a seguinte a�rmação: A pro-babilidade de 
huvas nos próximos dias é de 30%. A interpretação freqüên
ial1



Daniel A. Stariolo - IF-UFRGS - 2006 2não é aqui tão intuitiva, em tanto que a interpretação subjetivista seria: �Te-mos dados su�
ientes para a�rmar que, se �zermos uma previsão assim 10vezes e a
ertarmos em 3 delas, o resultado é 
onsiderado a
eitável�. É 
laroque ambas interpretações devem ser equivalentes, e por tanto devem nos levaras mesmas 
on
lusões.1.1.1 Axiomas bási
osPodemos fazer uma formulação axiomáti
a da teoria das probabilidades, deforma que podemos dedu
ir toda a teoria a partir de um 
onjunto pequeno deaxiomas, que de�niremos a seguir. A linguagem da teoria de 
onjuntos tam-bém é uma ferramenta muito útil para formular prin
ípios bási
os da teoria.Consideremos um 
aso simples no qual os eventos podem ser 
ara
terizadospor um número inteiro n. Suponhamos que estes eventos sejam:
• mutuamente ex
ludentes, e que
• em 
ada realização um e somente um deles se veri�que.Indi
ando 
om pn a probabilidade do evento n-ésimo, se deve veri�
ar que:1. pn ≥ 0 ∀n2. ∑n pn = 13. A 
ada sub
onjunto A dos números inteiros, a probabilidade de quealgum evento perten
ente a A se veri�que é dada por:

P (A) =
∑

n∈A

pn.As seguintes 
onseqüên
ias destes três axiomas são importantes:
• Se A é o 
onjunto 
omplementario de A, então:

P (A) = 1 − P (A) (1.1)
•

P (∅) = 0
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•

P (I) = 1

•

P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩B),onde ∅ é o 
onjunto vazio e I é o 
onjunto de todos os inteiros. P (A ∪ B)é a probabilidade de que a
onteça um evento do 
onjunto A, ou um eventodo 
onjunto B, ou ambos. P (A ∩ B) é a probabilidade de que a
onteça umevento do 
onjunto A e um evento do 
onjunto B (probabilidade 
onjunta).1.1.2 Probabilidades Condi
ionadas e Teorema de BayesAs vezes estaremos interessados em 
onhe
er a probabilidade de um 
onjuntoL, 
ondi
ionado a formar parte de um outro 
onjunto M. Consideremos umapopulação de N individuos, dos quaisM são mulheres e L são loiras. As pro-babilidades de que um individuo parti
ular seja mulher e a probabilidade deque um individuo seja uma mulher loira são, respe
tivamente: P (M) = M/Ne P (L) = L/N . Agora 
onsideremos a probabilidade de que um individuo,que sabemos é uma mulher, seja loira. Esta probabilidade é L/M . Assimpodemos de�nir a probabilidade 
ondi
ionada de um evento L, sabendo queoutro evento M é 
erto, na forma:
P (L|M) =

P (L ∩M)

P (M)
(1.2)onde deve a
onte
er ne
essariamente que P (M) 6= 0 e a probabilidade 
on-junta P (L ∩M) = L/N . Para dois 
onjutnos qualquer L e M, também éválida a relação

P (M |L) =
P (M ∩ L)

P (L)
(1.3)Das dois últimas relações surge o Teorema de Bayes que diz que

P (M |L) =
P (L|M)P (M)

P (L)
(1.4)e de�ne uma espé
ie de �reversibilidade� nas probabilidades 
ondi
ionadas.
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ia estatísti
aNo 
ontexto da teoria das probabilidades, dizemos que dois 
onjuntos deeventos A e H são independentes se a probabilidade de qualquer evento emum dos 
onjuntos não está 
ondi
ionado pelos eventos do segundo 
onjunto.A partir de (1.2) obtemos, neste 
aso:
P (A ∩H) = P (A)P (H). (1.5)No 
aso mais geral em que temos uma série de 
onjuntos A,B,C, . . . estatis-ti
amente independentes, devemos estender a 
ondição anterior para todosos possíveis pares de 
onjuntos. Fa
ilmente podemos mostrar que a 
ondiçãode independên
ia estatísti
a é em geral dada por:

P (A ∩ B ∩ C ∩ . . .) = P (A)P (B)P (C) . . . (1.6)1.1.4 Variáveis aleatóriasDe forma mais geral, se os eventos A1, A2, . . . de um 
onjunto A são identi-�
ados 
om um número real x, podemos interpretar esses eventos 
omo ospossíveis valores de uma variável aleatória X. A introdução de variáveisaleatórias simpli�
a 
onsideravelmente o 
ál
ulo de valores médios e outraspropriedades estatísti
as que serão de�nidas através de funções de variáveisaleatórias.Exemplo: Vidros de spinUm vidro de spin é um material magnéti
o, no qual momentos de dipoloestão lo
alizados em posições ao a
aso numa matriz não magnéti
a. Um mo-delo bási
o de vidro de spin (
onhe
ido 
omo modelo de Edwards-Anderson)está de�nido pela seguinte função energia:
H =

∑

〈i,j〉

Jij si sj (1.7)onde si é a variável que representa a 
omponente z do momento de dipolo nosítio i-ésimo de uma rede 
ristalina e Jij representa a intensidade da interaçãoentre o par de dipolos ou spins si e sj. Como os dipolos estão lo
alizadosem posições aleatórias, os valores das energias de interação Jij podem ser
onsideradas 
omo variáveis aleatórias. Elas são determinadas no modelo dea
ordo 
om uma 
erta probabilidade, por exemplo
P (Jij) ∝ exp− J2

ij

2σ2
(1.8)



Daniel A. Stariolo - IF-UFRGS - 2006 5A possibilidade de que a interação Jij possa tomar valores positivos ou nega-tivos introduz um efeito interessante no sistema, 
hamada frustração, porquedada a matriz de interações de pares de spin, não é possível minimizar simul-taneamente a energia de todos os pares. Sendo assim o sistema �
a frustrado.Se os possíveis valores da variável aleatóriaX são numerables {x1, x2, . . .}se diz que a variável aleatória é dis
reta. Quando o 
onjunto de valorespossíveis é um intervalo 
ontinuo, por exemplo x ∈ [a, b] se diz que a variávelaleatória é 
ontinua. No 
aso dis
reto, de a
ordo aos axiomas vistos antes,
ada evento x1, x2, . . . terá asso
iada uma probabilidade P (x1), P (x2), etc, deforma que
∑

n

P (xn) = 1. (1.9)No 
aso em que somente um evento xp seja 
erto, enquanto nenhum outropode o
orrer, temos que
P (xn) = δn,p,onde δn,p é a Delta de Krone
ker.Quando a variável aleatória é 
ontinua não podemos mais apli
ar a 
ondi-ção (1.9) e é ne
essário extender o formalismo e passar a um limite 
ontinuode�nindo uma probabilidade diferen
ial P (xj) dxj que se interpreta 
omoa probabilidade da variável x tomar um valor no intervalo diferen
ial dxj . Aprobabilidade assim de�nida tende a zero quando o intervalo dxj → 0, ou emoutras palavras, a probabilidade de um número isolado x0 é zero quando avariável aleatória é 
ontinua. Com esta de�nição de probabilidade 
ontinuapodemos interpretar a quantidade P (x) 
omo a distribuição de probabi-lidade da variável x. A quantidade P (x) não é uma função usual, mas umafunção generalizada ou distribuição, já que a variável é aleatória. De a
ordo
om a de�nição, se a variável x está de�nida num domínio D a 
ondição denormalização é

∫

x∈D
P (x) dx = 1. (1.10)Neste 
aso 
ontinuo, se apenas um evento xp é 
erto e nenhum outro podea
onte
er, a densidade de probabilidade de este evento se es
reve

P (x) = δ(x− xp),onde δ(x − xp) é a Delta de Dira
. A Delta de Dira
 é uma função genera-lizada, e dentre as propriedades que a distinguem das funções normais uma



Daniel A. Stariolo - IF-UFRGS - 2006 6das mais importantes é que as funções generalizadas somente fazem sentidoquando 
onsideradas debaixo do simbolo integral, por exemplo
f(xp) =

∫

δ(x− xp) f(x) dx. (1.11)A matemáti
a envolvida ao 
onsiderar distribuições de probabilidade sãotratados no ramo da matemáti
a 
onhe
ido 
omo teoria da medida.1.2 Distribuição 
onjuntaSejam x e y duas variáveis aleatórias. A probabilidade de que x se en
ontreno intervalo [a, b] e y no intervalo [c, d] é dada por:
∫ b

a

∫ d

c
P (x, y) dx dy (1.12)onde P (x, y) é a densidade de probabilidade 
onjunta de x e y (probabili-dade da interseção dos dois 
onjuntos de eventos, na linguagem de teoriade 
onjuntos). Integrando respeito de uma das variáveis podemos obter adistribuição marginal da outra:

P (x) =
∫

P (x, y) dy (1.13)e
P (y) =

∫

P (x, y) dx (1.14)Se as variáveis aleatórias x e y são independentes então:
P (x, y) = P (x)P (y) (1.15)Se z = f(x, y) e P (x, y) é a distribuição 
onjunta de x e y, então adistribuição de z é dada por:

P (z) =
∫ ∫

δ(z − f(x, y))P (x, y) dx dy (1.16)1.3 Algumas distribuições importantes
• Distribuição binomialConsideremos uma moeda assimétri
a, na qual a probabilidade de tirar
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ara seja p e probabilidade de obter 
ruz seja q = 1−p. A probabilidadede obter m 
aras depois de N jogadas da moeda será:
pm =

(

N
m

)

pm qN−m (1.17)onde
(

N
m

)

=
N !

m! (N −m)!
. (1.18)(1.17) é a distribuição binomial.

• Distribuição de PoissonMuitas vezes é ne
essário 
onsiderar a probabilidade de o
orrên
ia deeventos tais que p é muito pequena, mas no entanto quando N → ∞ oproduto N p ≡ λ é uma 
onstante �nita. Considerando esse limite seobtém uma aproximação da distribuição binomial:
pm = e−λ λm

m!
(1.19)onde λ > 0 é um parâmetro. (1.19) é a distribuição de Poisson.Nas duas distribuições anteriores a variável aleatóriam pode tomar va-lores inteiros não negativos m = 0, 1, 2 . . .N , é uma variável aleatóriadis
reta. Quando a variável aleatória pode assumir valores 
ontinuosreais já vimos que podemos de�nir uma densidade de probabilidade

P (x), sendo P (x) dx a probabilidade da variável x assumir um valor en-tre x e x+dx. Dessa forma a probabilidade da variável tomar qualquervalor num intervalo [a, b] é dada por:
∫ b

a
P (x) dx (1.20)Exemplos de distribuições 
ontínuas são:

• Distribuição gaussiana
P (x) =

1√
2πσ2

exp

(

− x2

2σ2

) (1.21)onde σ é um parâmetro.
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• Distribuição de Lapla
eÉ de�nida por:

P (x) =
1

2α
exp

(

−|x|
α

) (1.22)
• Distribuição de LorentzA distribuição de Lorentz, ou lorentziana é de�nida por:

P (x) =
a

π(a2 + x2)
(1.23)Uma 
ara
terísti
a importante desta distribuição é o de
aimento algé-bri
o 
om x, a diferen�a dos de
aimentos tipo exponen
ial da gaussianae da distribuição de Lapla
e. Como 
onseqüên
ia disto o segundo mo-mento ou largura da distribuição é in�nito, diverge (ver seção seguintapara a de�nição de momentos de uma distribuição).Com a ajuda da função Delta de Dira
 podemos expressar uma distribui-ção dis
reta por meio de uma densidade 
ontinua:

P (x) =
∑

m

pm δ(x−m) (1.24)1.4 Valor esperado e momentos de uma distri-buiçãoSeja x uma variável aleatória dis
reta que pode tomar valores {xi, i = 1 . . .}
om probabilidade Pi ≡ P (xi). Quando a série é absolutamente 
onvergente,se de�ne o valor esperado de x 
omo:
〈x〉 =

∑

i

xi Pi (1.25)Em geral, podemos de�nir os valores esperados de funções da variável alea-tória x:
〈f(x)〉 =

∑

i

f(xi)Pi (1.26)O 
aso parti
ular f(x) = x nos da o valor esperado da própria variável.Estas de�nições se generalizam de forma trivial para o 
aso no qual a variávelaleatória pode tomar valores num intervalo 
ontinuo. Vamos 
ontinuar nesta
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onsiderando apenas o 
aso 
ontinuo, mas tendo presente que o 
asodis
reto é imediato.O momento de ordem n de uma distribuição de probabilidades é dadopor:
< xn >=

∫

xn P (x) dx (1.27)O momento de ordem 1, 〈x〉 
orresponde ao valor esperado ou valor médioda variável x. O desvio quadráti
o médio ou variân
ia é dado por σ2 =
〈(x − 〈x〉)2〉, e representa uma medida da largura da distribuição. A raizquadrada desta quantidade, ou seja, σ é 
onhe
ida 
omo desvio padrão.Se f(x) é qualquer função da variável aleatória 
ontinua x, então a médiade f(x) é de�nida por analogia 
om (1.26):

< f(x) >=
∫

f(x)P (x) dx (1.28)1.5 Função 
ara
terísti
aAlternativamente, podemos 
ara
terizar uma variável aleatória por meio dodesenvolvimento de Fourier da distribuição de probabilidades. A função 
a-ra
terísti
a g(k) de uma variável aleatória x é de�nida 
omo:
g(k) =

∫

D
P (x) eikx dx (1.29)

= 〈eikx〉Alternativamente, ela pode ser interpretada 
omo o valor médio da função
eikx. Se os momentos da distribuição 〈xn〉 existem, a função 
ara
terísti
aadmite desenvolvimento em série de Taylor no entorno de k = 0:

g(k) =
∞
∑

n=0

(ik)n

n!
〈xn〉 (1.30)A função 
ara
terísti
a permite determinar todos os momentos da distribui-ção, que são dados por:

〈xn〉 =
1

in
dn

dkn
g(k)|k=0. (1.31)Desta relação �
a estabele
ido que nos 
asos em que g(k) não seja diferen
iá-vel em k = 0, um ou alguns momentos podem não estar de�nidos. Exemplos



Daniel A. Stariolo - IF-UFRGS - 2006 10de distribuições onde momentos não estão de�nidos são a distribuição deLorentz e distribuições do tipo Lévy, 
uja 
ara
terísti
a fundamental é umde
aimento algébri
o da densidade de probabilidade para grandes valores davariável, do tipo x−α.Exemplo: Distribuição de WeierstrassDada uma variável aleatória dis
reta s, se de�ne a probabilidade de Wei-erstrass na forma [4℄:
P (s) =

a− 1

2a

∞
∑

n=0

1

an
(δs,bn + δs,−bn) (1.32)onde a > 1 e b > 1. Esta distribuição é do tipo Lévy, e tem propriedades inte-ressantes no 
ontexto de 
aminhadas aleatórias, nas quais, se interpretarmosa variável s 
omo o 
omprimento de um salto, vemos que a probabilidadede dar um salto de 
omprimento s = bn de
ai 
omo 1/an, e por tanto de-
airá muito rapidamente, algebri
amente, se o fator 1/a for muito pequeno(a ≫ 1). Uma 
aminhada aleatória deste tipo estará dominada por eventosou saltos muito largos de probabilidade muito baixa.Podemos veri�
ar que o segundo momento da distribuição diverge se b2 >

a:
〈s2〉 =

∑

s

s2 P (s) =
a− 1

a

∞
∑

n=0

(b2/a)n. (1.33)A função 
ara
terísit
a da distribuição de Weierstrass está bem de�nida, é
ontinua em todo o eixo real e se 
onhe
e 
omo função de Weierstrass [5℄.1.6 Soma de variáveis independentesMuitas vezes temos que fazer uma análise de variáveis que são a soma devariáveis aleatórias independentes, por exemplo, na repetição de um expe-rimento idênti
o. Consideremos o pro
esso y = x1 + x2, onde x1 e x2 sãovariáveis independentes. É fá
il mostrar que a função 
ara
terísti
a do pro-
esso y é dada por:
G(k) = g1(k)g2(k) (1.34)
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ara
terísti
as dos pro
essos x1 e x2 res-pe
tivamente. Partindo da de�nição de função 
ara
terísti
a:
G(k) =

∫

eiky P (y) dy =< eikx1 eikx2 > . (1.35)Mas 
omo x1 e x2 são independentes:
< eikx1 eikx2 >=< eikx1 >< eikx2 >= g1(k) g2(k) (1.36)Este resultado é trivialmente generalizável no 
aso de uma soma de N variá-veis aleatórias independentes y =

∑N
i=1 xi, em 
ujo 
aso:

G(k) = g1(k)g2(k) . . . gN(k). (1.37)A partir das propriedades anteriores e das propriedades da função 
ara
te-rísti
a é fá
il mostrar que a média e a viariân
ia de uma variável que é somade variáveis independentes são dadas por:
〈y〉 =

N
∑

i=1

〈xi〉 (1.38)e
〈y2〉 − 〈y〉2 =

N
∑

i=1

{< x2
i > − < xi >

2} (1.39)Exemplo: Ensaios de BernoulliO exemplo utilizado no iní
io, da moeda assimétri
a, é um 
aso parti
ularde um experimento muito geral e 
omum, 
hamado ensaios de Bernoulli.Consideremos N experimentos idênti
os, nos quais podem o
orrer apenasdois eventos por ensaio, A ou B. Seja p a probabilidade de o
orrên
ia doevento A e q = 1−p a probabilidade do evento B. Uma forma de determinar aprobabilidade PN(m) de que A o
orra m vezes é 
onsiderar N destes eventose de�nir N variáveis aleatórias independentes xi, i = 1 . . . N que podemvaler 1 
aso o
orra A ou 0 
aso o
orra B. Então o problema é determinar adistribuição de probabilidades da variável:
m = x1 + x2 + . . .+ xN (1.40)
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ara
terísti
a da variável m é:
G(k) =

∑

m

PN(m) eikm (1.41)Como as variáveis xi são independentes:
G(k) = [g(k)]N (1.42)onde g(k) é a função 
ara
terísti
a de 
ada uma das variáveis xi, dada por:

g(k) =< eikxi >= p eik + q (1.43)Então,
G(k) = (p eik + q)N (1.44)Usando a expansão binomial obtemos:

G(k) =
N
∑

m=0

(

N
m

)

pm eikm qN−m (1.45)que 
omparando 
om (1.41) da
PN(m) =

(

N
m

)

pm qN−m (1.46)1.7 Transformação de variáveis aleatóriasEstamos interessados em saber 
omo a distribuição de probabilidade P (x)da variável aleatória x se transforma frente a uma transformação da variável,do tipo y = f(x). Vamos supor f(x) 
onhe
ida e 
uja inversa pode não serúni
a. Se a transformação for monótona, ou seja, x = h(y), h = f−1, a leide transformação para a distribuição é dada simplesmente pelo Ja
obiano datransformação:
P (y) = P (h(y)) |dx/dy| (1.47)No 
aso geral, se x = hj(y), onde hj é uma das transformações inversas, sepode mostrar que

P (y) =
r
∑

j=1

P (hj(y)) |dx/dy|x=hj(y) (1.48)
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aso em que a transformação f tem r funções inversas.Exemplo: Distribuição de BoltzmannSeja P (v) a distribuição das velo
idades de uma partí
ula livre num am-biente a temperatura T :
P (v) =

√

m/2πkBT exp

(

− mv2

2kBT

) (1.49)Queremos 
al
ular a distribuição de probabilidades da energia: P (E). Como
E = 1

2
mv2 ≡ f(v), observamos que temos duas raizes:

v1,2(E) = f−1
1,2 (E) = ±

√

2E/m (1.50)Então |f ′(v)|v=vj
= |mvj| = +

√
2mE. Usando este resultado e (1.49) e(1.48), podemos es
rever

P (E) =
∑

j=1,2

P (f−1
j (E)|f ′(v)|−1

vj
(1.51)e substituindo obtemos �nalmente:

P (E) = 2
√

m/2πkBT exp
(

− E

kbT

)

1√
2mE

=
1√

πEkBT
exp

(

− E

kBT

)(1.52)que é a 
onhe
ida distribuição de Boltzmann das energias no equilíbrio ter-modinâmi
o.1.8 Lei dos Grandes Números e o Teorema doLimite CentralConsideremos uma sequên
ia de N variáveis aleatórias xi independentes eidenti
amente distribuidas. A lei dos grandes números diz que:
1

N

N
∑

i=1

xi → a para N → ∞ (1.53)onde a =< xi > é a média da distribuição 
omum das variáveis xi. A lei dosgrandes números permite interpretar uma probabilidade 
omo a freqüên
ia
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aso dos ensaios de Bernoulli a freqüên
ia do evento A é
f = m/N . Por outro lado a =< xi >= p é a probabilidade de o
orrên
ia deA. A lei dos grandes números garante então que f = p quando N → ∞.O Teorema do Limite Central (TLC) a�rma que a variável aleatória zde�nida por:

z =
1√
Nσ2

[

N
∑

i=1

xi −Na

] (1.54)possui uma densidade de probabilidade gaussiana:
P (z) =

1√
2π
e−z2/2 (1.55)no limite N → ∞. As úni
as 
ondições para a validade do teorema são queexistam a média a e a variân
ia σ. O teorema do limite 
entral não se apli
a,por tanto, a uma distribuição 
omo a de Lorentz. No entanto existe umageneralização do TLC que de�ne familias de variáveis aleatórias 
uja somatende a distribuições do tipo Lévy. Isto leva a 
onsiderar ba
ias de atraçãono espaço de distribuições, 
om distribuições atratoras, 
omo a Gaussiana eas distribuições de Lévy.1.9 Função geratrizPara distribuições de probabilidade dis
retas, a função geratriz G(z) se de�ne
omo:

G(z) =
∞
∑

m=0

pm z
m (1.56)A série 
onverge pelo menos para −1 ≤ z ≤ 1. Derivando respeito de z e
alulando as derivadas em z = 1 podemos obter os momentos da distribuição:

G′(1) =
∞
∑

m=1

mpm = 〈m〉 (1.57)e
G′′(1) =

∞
∑

m=2

m (m− 1) pm = 〈m2〉 − 〈m〉 (1.58)Por exemplo, a função geratriz da distribuição binomial é:
G(z) =

∞
∑

m=0

(

N
m

)

pm qN−m zm = (pz + q)N (1.59)



Daniel A. Stariolo - IF-UFRGS - 2006 15Fazendo as derivadas e evaluando em 1 obtemos a média 〈m〉 = Np e avariân
ia 〈m2〉 − 〈m〉2 = Npq .
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í
ios1. Considere uma 
aixa C1 que tem 3 bolas azuis e 1 bran
a, e outra 
aixa
C2 
om 2 bolas azuis e 1 bran
a. Se es
olhe ao a
aso uma das 
aixas,e enseguida se extrai uma bola dela. Qual a probabilidade de extrairuma bola azul ?2. Considere as familias que têm exatamente dois �lhos. Dado que umafamilia tem um �lho homem, qual a probabilidade do segundo �lho sertambém homem ?3. Considere agora as familias 
om três �lhos. Qual a probabilidade dafamilia ter �lhos de ambos os sexos ? Qual a probabilidade de ter,no máximo, uma menina ? Qual a probabilidade de ambos eventosa
onte
erem simultaneamente? Que pode dizer sobre a independên
iaestísti
a destes eventos ?4. Responda as mesmas perguntas do exer
í
io anterior no 
aso de familias
om dois �lhos. Quais 
on
lusões vo
ê pode tirar da 
omparação dosdois 
asos ?5. Cal
ule a normalização de uma distribuição gaussiana 
om suporte nãonegativo e valor mais provável xp.6. Suponha que a taxa normal de infeção de um doença seja de 25%.Para testar uma nova va
ina são infestados n animais sadios. Quala probabilidade de exatamente k animais �
arem livres da infeção ?Numa população de 10 animais, qual a probabilidade de todos �
aremlivres ? e de 1 apenas pegar a doença ? Quais seriam as respostas se apopulação fosse de 100 animais ?7. A probabilidade de que uma máquina tipográ�
a 
ometa um erro desintaxe é baixa, mas �xa. Um livro de n páginas 
ontém , em média,
λ erros por página. Estime a probabilidade de que pelo menos umapágina 
ontenha mais de k erros.8. Mostre que a função 
ara
terísti
a da distribuição gaussiana:

P (x) =
1√

2πσ2
exp

(

−(x− µ)2

2σ2

) (1.60)
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G(k) = exp

(

ikµ− σ2

2
k2

) (1.61)9. Mostre que a função 
ara
terísti
a da distribuição gamma:
P (x) =

cb

Γ(b)
xb−1 e−cx, x ∈ [0,∞], {b, c} > 0 (1.62)é

G(k) =
cb

(c− ik)b
(1.63)Note que P (x) tem suporte não negativo. O 
aso b = 1 
orresponde àdistribuição exponen
ial. A partir de G(k) mostre que o momento deordem n é dado por:

〈xn〉 =
b(b + 1) · · · (b+ n− 1)

cn
(1.64)e a variân
ia é dada por:

σ2 = 〈(x− 〈x〉)2〉 =
b

c2
(1.65)10. Cal
ule a função 
ara
terísti
a da distribuição de Weierstrass:

P (s) =
a− 1

2a

∞
∑

n=0

1

an
(δs,bn + δs,−bn) (1.66)onde a > 1 e b > 1. Qué pode dizer sobre a 
ontinuidade da função ?Cal
ule as derivadas primeira e segunda e determine os dois primeirosmomentos.



Capítulo 2Movimento Browniano I:Caminhadas aleatórias e aequação de difusãoUma vez assumido o 
aráter estatísti
o da des
rição do sistema é muitasvezes útil pensar que o mesmo (uma partí
ula suspensa na superfí
ie deum �uido ou um ponto num espaço de fases 
omplexo) está sujeito a forçasde origem determinista (as forças usuais) e outras de origem esto
ásti
a.Estas últimas surgem de fazer uma des
rição fenomenológi
a de uma sériede efeitos mi
ros
ópi
os 
omplexos e 
ujo 
onhe
imento em detalhe não éne
essário para a análise que se quer fazer do sistema. O 
aso mais simplesé o de uma partí
ula Browniana, que sofre su
essivas 
olisões 
om outraspartí
ulas num líquido, por exemplo, e des
reve 
omo 
onseqüên
ia umatrajetória erráti
a, 
hamada 
aminhada aleatória. É imediato per
eberque esta partí
ula, 
omo 
onseqüên
ia das 
olisões irá difundir no espaçode uma forma muito mais lenta do que se não estivesse sujeita a tais 
olisões.Vamos ver que através de uma des
rição estatísti
a é possível obter umades
rição pre
isa e ri
a da difusão sem ne
essidade de 
onsiderar os detalhesdas 
olisões parti
ulares a nível mi
ros
ópi
o.O movimento Browniano deve seu nome ao botáni
o Robert Brown, queem torno de 1827 fez observações ao mi
ros
ópio de partí
ulas de polen sus-pensas em água. Ele notou um movimento erráti
o e muito rápido das partí-
ulas, e suspeitou que elas fossem algum organismo vivo. Após fazer a mesmaexperiên
ia 
om outras substân
ias, in
lusive inorgáni
as, ele se 
onven
euque aquele movimento não tinha uma origem orgáni
a. A origem do movi-18
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ou inexpli
ada até Einstein, que em um dos seus famosostrabalhos de 1905, Con
erning the motion, as required by the mole
ular- ki-neti
 theory of heat, of parti
les suspended in liquids at rest , introuduziuos 
on
eitos fundamentais que deram lugar a moderna teoria dos pro
essosesto
ásti
os e seu enorme impa
to na físi
a e outras 
iên
ias(ver os artigosem [6℄ de 
omemoraçaõ dos 100 anos do trabalho de Einstein).2.1 Caminhada aletória numa rede hiper
úbi
aNas palavras de Einstein: Deve ser 
laramente assumido que 
ada partí
ulaexe
uta um movimento que é independente do movimento de todas as outraspartí
ulas; também será 
onsiderado que o movimento de uma e a mesma par-tí
ula em diferentes intervalos de tempo são pro
essos independentes, sempreque estes intervalos de tempo não sejam muito 
urtos.Introduzimos um intervalo de tempo τ , que é muito pequeno se 
omparado
om os intervalos de tempo de observação, mas ao mesmo tempo su�
ien-temente grande para que quando 
onsiderados dois intervalos de tempo τsu
essivos, o movimento exe
tuado pela partí
ula pode ser 
onsiderado 
omoeventos independentes um do outro.Vamos supor que a partí
ula pode o
upar os vérti
es de uma rede hi-per
úbi
a em d dimensões. Passa um tempo num dado vérti
e e de repentesofre uma 
olisão e salta a um vérti
e vizinho. Vamos supor ainda que as
olisões são tais que só pode saltar para um vizinho imediato do vérti
e noqual se en
ontra no instante t: os movimentos são lo
ais. Em d dimensões
ada vérti
e possui 2d vizinhos próximos. Se h é a distân
ia entre qualquerpar de vizinhos próximos, então podemos des
rever a posição da partí
ulano instante t pelo vetor posição:
R(t) = h(n1, n2, . . . nd) (2.1)onde os {ni, i = 1 . . . d} são inteiros. Para des
rever a evolução temporaldeste vetor vamos 
onsiderar uma seqüên
ia de saltos. Um salto do vérti
e ié des
rito pelo vetor ~ξi = ±heµ, onde o eµ é o vetor unitário na direção µ.Vamos supor que as su
essivas 
olisões, que dão lugar aos saltos, são eventosindependentes, ou seja, a partí
ula não guarda memória das diferentes
olisões. Nestas 
ondições temos que:

< ~ξi > = 0

< ~ξi · ~ξj > = h2δij (2.2)
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ontida toda a informação matemáti
a que ne
es-sitamos para determinar as propriedades estatísti
as da trajetória da partí-
ula. Depois de N saltos o vetor posição vem dado por:
RN =

N
∑

i

~ξi (2.3)e, então
< RN >=

N
∑

i

< ~ξi >= 0 (2.4)
om o qual 
omprovamos que, em média, a partí
ula não avança. Isto édevido à simetria nas direções das 
olisões individuais. No entanto ela vai�difundindo� no espaço 
omo sugerido pelo valor do desvio quadráti
o médio:
< RN · RN >=

N
∑

i,j=1

< ~ξi · ~ξj >= h2
N
∑

i,j=1

δij = Nh2 (2.5)Notamos que se τ é o intervalo de tempo entre dois saltos su
essivos, apósN saltos a partí
ula 
onseguiu difundir ou explorar a vizinhança até distân-
ias da ordem de √
N , ou seja, muito mais lentamente do que se as 
olisõesa
onte
essem em uma direção preferen
ial, en 
ujo 
aso o deslo
amento au-metaria propor
ionalmente a N. O expoente 1/2 num pro
esso difussivo é
ara
terísti
o da 
hamada difusão simples. Outros expoentes podem 
ara
-terizar pro
essos difussivos mais 
omplexos em 
ujo 
aso temos a 
hamadadifusão an�mala.Vamos agora 
al
ular a probabilidade de observar a partí
ula na posiçãor ao tempo t. Formalmente:

ρ(~r, t) =< δR(t),~r >R(0) (2.6)onde R(t) é uma variável aleatória representativa da posição da partí
ula noinstante t e ~r um ponto dado da rede d-dimensional, e os 
ol
hetes indi
amuma média sobre diferentes trajetórias 
om a mesma 
ondição ini
ial R(0).Para simpli�
ar a análise vamos nos limitar ao 
aso unidimensional. Comoa dinâmi
a progressa via saltos dis
retos de 
omprimento ±h, vamos ter queapós um tempo t = mτ a partí
ula estará em r = nh e vamos utilizar osíndi
es n e m para des
rever a probabilidade ρn,m. Ainda vamos supor que apartí
ula pode ir para direita 
om probabilidade p e para esquerda 
om pro-babilidade q = 1 − p. Claramente após m passos n = ξ1 + ξ2 + . . . + ξm,
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ξj/h→ ξj = ±1, a média e a variân
ia de ξj são:

a =< ξj >= p− q (2.7)e
b =< ξ2

j > − < ξj >
2= 1 − (p− q)2 = 4pq (2.8)A função 
ara
terísti
a da variável ξj é:

g(k) = 〈eikξj〉 = peik + qe−ik (2.9)A função 
ara
terísti
a do pro
esso n será:
Gm(k) = [g(k)]m = (peik + qe−ik)m (2.10)Fazendo a expansão binomial:
Gm(k) =

m
∑

l=0

(

m
l

)

pl qm−leik(2l−m) (2.11)e 
omparando 
om
Gm(k) =

m
∑

n=−m

ρn,me
ikn (2.12)onde n pode tomar os valores −m,−m+ 2, . . . , m− 2, m vemos que:

ρn,m =
m!

(

m+n
2

)

!
(

m−n
2

)

!
p(m+n)/2q(m−n)/2 (2.13)que é uma distribuição binomial 
om média e variân
ia dadas por:

〈n〉 = ma = m(p− q) (2.14)e
〈n2〉 − 〈n〉2 = mb = 4mpq (2.15)No limite de um número muito grande de passos m ≫ 1, podemos usar oteorema 
entral do limite para obtermos:

ρn,m =
1√

2πmb
exp{−(n −ma)2

2mb
} (2.16)
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ontinuo, a densidade de probabilidade de observar a partí
ula noponto x ao tempo t é dado por ρ(x, t) = ρn,m/h:
ρ(x, t) =

1√
2πDt

exp{−(x − ct)2

2Dt
} (2.17)onde

c =
ha

τ
=
h(p− q)

τ
(2.18)e

D =
h2b

τ
=
h24pq

τ
(2.19)Podemos notar que:

〈x〉 = ct (2.20)e
〈x2〉 − 〈x〉2 = Dt (2.21)que permitem identi�
ar c 
om a velo
idade média e D 
om o 
oe�
iente dedifusão da partí
ula.2.2 A equação de difusãoVamos ver agora que o problema da 
amninhada aleatória é equivalente aoda difusão de partí
ulas ou ainda ao da difusão da probabilidade de en
ontraruma partí
ula num dado ponto no espaço e no tempo. Como o sistema nãopossui memória, a probabilidade de observar uma partí
ula no ponto ~n depoisde m + 1 passos de tempo será basi
amente a soma das probabilidades deen
ontrar a partí
ula em um dos 2d sítios vizinhos no instante m:

ρ~n,m+1 =
1

2d

∑

ξ

ρ~n−ξ,m (2.22)Esta equação é um 
aso parti
ular da famosa Equação de Chapman-Kolmogorov [1℄.O postulado bási
o é a ausên
ia de memória entre movimentos su
essivos,propriedade que também é 
onhe
ida 
omo Pro
esso de Markov ou Pro
es-sos Markovianos. No próximo 
apítulo serão estudadas em detalhe diversaspropriedades de pro
essos markovianos, que jogam um papel fundamentalna teoria dos pro
essos esto
ásti
os. A partir da expressão anterior é fá
ilver 
omo as probabilidades de o
upação se propagam. No primeiro passo a
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upação de qualquer vizinho será 1/2d, no segundo passoos vizinhos mais externos serão o
upados 
om probabilidade (1/2d)·(1/2d), eassim su
essivamente (ver [7℄), de forma que podemos notar que após um nú-mero grande de iterações a probabilidade terá uma variação suave no tempoe no espaço de forma que poderemos transformar o pro
esso dis
reto (2.22)numa equação diferen
ial par
ial. Ao fazer esta passagem assumimos impli-
itamente que não estamos interessados na dinâmi
a dis
reta, mi
ros
ópi
a,mas na evolução da probabilidade numa região �mesos
ópi
a�. Esta regiãodeverá ser grande respeito a distân
ia ~h entre sítios da rede, mas ainda pe-quena o su�
iente para que a probabilidade não varíe apre
iavelmente no seuinterior. Se assumirmos que esta região o
upa um volume Ω então:
∑

n∈Ω

ρn,m →
∫

~r∈Ω
d~r ρ(~r, t) (2.23)Como 
ada ponto ~r 
orresponde a um volume unitário hd, da relação anteriortemos que ρ(~r, t) = h−dρn,m. Agora se multipli
amos (2.22) por h−d obtemos:

ρ(~r, t+ τ) − ρ(~r, t) =
∑

ξ

ρ(~r − ξ, t) − ρ(~r, t)

2d
(2.24)Até aqui o 
ál
ulo é exato. Se agora 
onsideramos τ e ξ pequenos e expan-dimos em série de Taylor nas ordens mais baixas obtemos:

τ
∂

∂t
ρ(~r, t) =

∑

ξ

−ξ · ∇ + (ξ · ∇)2

2d
ρ(~r, t) (2.25)O primeiro termo da parte da direita se anula ao fazer a soma. Lembrandoque ~ξ = heµ obtemos:

τ
∂

∂t
ρ(~r, t) =

h2

2d
∇2ρ(~r, t) (2.26)Vemos que a probabilidade nas 
ondições des
ritas, variação suave no es-paço e no tempo, obede
e uma equação diferen
ial par
ial 
onhe
ida 
omoequação de difusão. Em parti
ular, o 
oe�
iente

D =
h2

dτ
(2.27)é a difusividade ou 
oe�
iente de difusão (
omparar 
om a equação (2.19)para o 
aso d = 1).



Daniel A. Stariolo - IF-UFRGS - 2006 24Existem diversas formas de resolver a equação (2.26) para obter a dis-tribuição de probabilidades. Uma possível é introduzindo transformadas deFourier:
G(~q, t) =

∫

d~r ρ(~r, t) e−i~q·~r (2.28)
ρ(~r, t) =

∫

d~q

(2π)d
G(~q, t) ei~q·~r (2.29)Temos que es
olher uma 
ondição ini
ial: supomos que ini
ialmente a partí-
ula está lo
alizada na origem: ~r = 0,

ρ(~r, 0) = δ(~r) (2.30)de forma que
G(~q, 0) = 1 (2.31)Transformando Fourier ambos lados da equação (2.26) obtemos:

∂

∂t
G(~q, t) = −1

2
Dq2G(~q, t) (2.32)
uja solução é:

G(~q, t) = e−
1
2
Dq2t (2.33)Finalmente fazendo a anti-transformada (2.29) obtemos:

ρ(~r, t) = (2πDt)−d/2 exp

[

− r2

2Dt

]

. (2.34)Podemos notar que o desvio quadráti
o médio é dado por:
〈r2〉 = D t (2.35)que permite interpretar o 
oe�
iente de difusão 
omo o desvio quadráti
omédio por unidade de tempo.A lei de Fi
kUma forma 
lássi
a e mais fenomenologi
a de 
hegar à equação de difusãoé via um argumento puramente 
ontinuo, hidrodinâmi
o [8℄. Consideremos,por simpli
idade, que a probabilidade 
orresponda a densidade de partí
ulas
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ρ(~r, t) → n(~r, t). Se o número de partí
ulas no sistema é 
onservado, ele deveobede
er uma equação de 
ontinuidade do tipo:

∂n(~r, t)

∂t
+ ∇ ·~j(~r, t) = 0 (2.36)onde

~j(~r, t) =
∑

i

~vi(t) δ(~r − ~ri(t)) (2.37)é a 
orrente de partí
ulas, 
om ~vi(t) a velo
idade da partí
ula i. No equi-líbrio termodinâmi
o as partí
ulas se distribuem uniformemente no espaço,de forma que a densidade média 〈n(~r, t)〉 não depende do espaço nem dotempo. Mas se, em algum instante, por 
ausa de alguma �utuação ou poruma força externa, a densidade se tornar inhomogênea, quando a 
ausa dainhomogeneidade passar, o sistema deverá tentar voltar ao estado de equi-líbrio homogêneo. Esse pro
esso será governado pela presença de 
orrentesde partí
ulas que tenderão a restabele
er a homogeneidade espa
ial. Se avariação espa
ial da densidade não for muito grande, podemos assumir queas 
orrentes serão propor
ionais aos gradientes de partí
ulas:
~j(~r, t) = −D ~∇n. (2.38)Esta equação é 
onhe
ida 
omo lei de Fi
k. É uma relação fenomenologi
aque nos diz que são os gradientes os que dão origem as 
orrentes. O 
oe�-
iente de difusão também pode ser de�nido através da lei de Fi
k. Quandosubstituirmos a lei de Fi
k na equação de 
ontinuidade, obtemos a equaçãode difusão para a distribuição espa
ial e temporal da densidade de partí
ulas.



Capítulo 3Pro
essos Markovianos e aEquação MestraNeste 
apítulo vamos des
rever os 
on
eitos fundamentais dos Pro
essos Mar-kovianos, 
omo 
al
ular a evolução temporal da distribuição de probabilida-des e determinar se a mesma 
onverge a um valor esta
ionário para temposgrandes (equilíbrio estatísti
o). Começando a des
rição 
om pro
essos emtempo dis
reto, numa segunda parte vamos introduzir um limite de tempo
ontínuo, 
onhe
ido 
omo Equação Mestra. Além da bibliogra�a já intro-duzida nos 
apítulos anteriores, irão ser úteis 
omo referên
ias bibliogra�
asdos assuntos deste 
apítulo o 
lássi
o livro de van Kampen [9℄ e o livro deTomé e de Oliveira [10℄.3.1 Pro
essos MarkovianosConsideremos um pro
esso esto
ásti
o ut no qual a variável esto
ásti
a possatomar um 
onjunto dis
reto de valores e o tempo também seja dis
retizado.Um pro
esso 
om estas 
ara
terísti
as �
a de�nido pela distribuição de pro-babilidades 
onjunta
Pl(n0, n1, n2, . . . , nl) (3.1)de que ut tome o valor n0 no instante t = 0, n1 no instante t = 1 e assimpor diante até nl no instante t = l. Consideremos agora a probabilidade
ondi
ional:

Pl+1(nl+1|n0, n1, . . . , nl) (3.2)26
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ásti
a ut tome o valor nl+1 no instante t = l+ 1 dadoque ela tenha tomado os valores n0 em t = 0, n1 em t = 1 e assim por dianteaté nl em t = l. Se esta probabilidade for igual à probabilidade 
ondi
ional
Pl+1(nl+1|nl) (3.3)ou seja, se ela só depende do estado do sistema no instante imediatamenteanterior, então o pro
esso esto
ásti
o se 
hama markoviano ou Pro
esso deMarkov. Então para um pro
esso markoviano a probabilidade 
onjunta (3.1)se pode es
rever na forma:

Pl(n0, n1, n2, . . . , nl) ≡ P0(n0)P1(n1|n0)P2(n2|n0, n1) . . . Pl(nl|n0, n1, . . . , nl−1)

= P0(n0)P1(n1|n0)P2(n2|n1) . . . Pl(nl|nl−1) (3.4)A probabilidade (marginal) de que a variável esto
ásti
a tome o valor nl em
t = l independentemente dos valores tomados em tempos anteriores é dadapor:

Pl(nl) =
∑

n0,n1,...,nl−1

Pl(n0, n1, n2, . . . , nl) (3.5)Utilizando a relação (3.4) para um pro
esso markoviano obtemos a relaçãode re
orrên
ia:
Pl(nl) =

∑

nl−1

Pl(nl|nl−1)Pl−1(nl−1) (3.6)As probabilidades 
ondi
ionais Pl(nl|nl−1) podem ser interpretadas 
omoprobabilidades de transição do estado nl−1 para o estado nl no instante l− 1.Nós vamos nos limitar a 
onsiderar 
asos nos quais a probabilidade 
ondi-
ional ou de transição entre dois estados quaisquer independe do instanteparti
ular t. Nesse 
aso es
revemos:
Pl(nl|nl−1) = T (nl, nl−1) (3.7)de forma que a re
orrên
ia (3.6) se es
reve:

Pl(nl) =
∑

nl−1

T (nl, nl−1)Pl−1(nl−1) (3.8)3.2 Matriz Esto
ásti
aAs probabilidades de transição e a 
ondição in
ial determinam 
ompleta-mente um pro
esso esto
ásti
o markoviano. Por tanto é do maior interesse
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onhe
er as propriedades da probabilidade de transição que pode ser es
ritaem forma de matriz T (n,m) tal que:
Pl(n) =

∑

m

T (n,m)Pl−1(m) (3.9)onde T (n,m) é 
hamada matriz esto
ásti
a. Uma matriz esto
ásti
a pos-sui as seguintes propriedades:
• T (n,m) é uma matriz não negativa, ou seja, T (n,m) ≥ 0 ∀n,m , jáque T é uma probabilidade 
ondi
ional.
• A soma dos elementos de 
ada 
oluna é igual a um: ∑n T (n,m) = 1A segunda propriedade 
orresponde a normalização das probabilidades. Se
onsideramos Pl 
omo sendo uma matriz 
oluna 
om elementos iguais a Pl(n)podemos es
rever (3.9) na forma:

Pl = T Pl−1 (3.10)Dadas as propriedades de um pro
esso markoviano obtemos
Pl = T l P0 (3.11)Aqui vemos 
laramente 
omo a matriz esto
ásti
a determina 
ompletamenteo pro
esso. Dada uma 
ondição in
ial P0 o problema de obter as proba-bilidades Pl ao tempo t se reduz a 
onhe
er a potên
ia l-ésima da matrizesto
ásti
a. A relação anterior pode ser es
rita em termos dos elementos dasmatrizes:

Pl(n) =
∑

m

T l(n,m)P0(m) (3.12)Aqui interpretamos o elemento de matriz T l(n,m) 
omo a probabilidade detransição do estado m para o estado n depois de l passos, ou em outraspalavras, 
omo a probabilidade da variável ut tomar o valor n no instante
t sendo que tomou o valor m no instante t − l. Notar que os dois estadospodem ter sido 
one
tados dinami
amente por diferentes 
aminhos.3.2.1 Algumas propriedades de matrizes não negativasUm problema fundamental é des
obrir quais propriedades deve satisfa
er amatriz esto
ásti
a de forma que as probabilidades atinjam a solução asintó-ti
a desejada, isto é, para que

lim
t→∞

Pl = P (3.13)
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a ou esta
ionária que satisfaz
T P = P, (3.14)e saber quando esta solução é úni
a. Vamos agora enun
iar uma série dede�nições e resultados importantes de matrizes esto
ásti
as :

• Uma matriz quadrada T (n, n) se diz redutível se o 
onjunto de índi
es
1, 2, . . . , n pode ser separada em dois 
onjuntos 
omplementares (semíndi
es 
omuns), i1, i2, . . . , iµ; k1, k2, . . . , kν 
om (µ+ ν = n), tais que:

T (iα, kβ) = 0, (α = 1, 2, . . . , µ; β = 1, 2, . . . , ν) (3.15)Caso 
ontrário a matriz se diz irredutível.
• Se uma matriz T é irredutível então qualquer par de estados n,m podemser al
ançados 
om probabilidade �nita, ou seja, ∀n,m existe um inteiropositivo l tal que T l(n,m) > 0. Em físi
a dizemos que um sistema quesatisfaz esta propriedade é ergódi
o.
• Teorema de Perron-Frobenius:Teorema 1 Uma matriz não negativa, irredutível T sempre tem umautovalor real positivo r que é raíz simples da equação 
ara
terísti
a, ouseja, é não degenerado. Os módulos de todos os outros autovalores sãomenores ou iguais a r. Ao autovalor r 
orresponde um autovetor 
om
omponentes positivas. Se T possui k autovalores λ0 = r, λ1, . . . , λk−1de módulo igual a r, então estes autovalores são todos diferentes e sãoas raízes da equação 
ara
terísti
a λk − rk = 0.Para a demonstração do teorema ver, por exemplo [11℄. Se a matriz
T é uma matriz esto
ásti
a se pode mostrar que o autovalor máximo
orresponde a r = 1.

• De�nição:Se uma matriz não negativa, irredutível, esto
ásti
a, T possui k auto-valores λ1, λ2, . . . , λk 
om módulo máximo r = 1 (λ1 = |λ2| = . . . =
|λk| = 1), então T se 
hama regular se k = 1 e não regular se k > 1.
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ásti
a T é regular se e somente se al-guma potên
ia l de T é estritamente positiva quaisquer sejam n e m[11℄:
T l(n,m) > 0 ∀n,m (3.16)Se T é regular se pode mostrar que quando l → ∞, T l 
onverge auma matriz 
om todas as 
olunas iguais a P . Então 
omo P0 estánormalizado Pl = T lP0 → P independente de P0.

• Para que liml→∞ Pl = P exista é ne
essário que não haja nenhumautovalor 
omplexo sobre o 
ír
ulo unitário, ex
eto λ = 1.
• Para que o limite seja independente da probabilidade ini
ial o autovalor
λ = 1 deve ser não degenerado, ou seja, a probabilidade esta
ionáriadeve ser úni
a.

• Se a matriz T é regular estas propriedades se veri�
am. No entanto po-dem existir matrizes não regulares 
om estas propriedades, por exemploum sistema 
om um estado absorvente [10℄.3.2.2 Método algébri
oVamos agora ver um método para determinar a matriz T l e que por tantopermite 
al
ular as probabilidades de transição entre qualquer par de esta-dos para qualquer instante num pro
esso markoviano. O método algébri
o
onsiste em determinar os autovalores e autovetores da matriz T . A ma-triz T geralmente será não simétri
a já que as probabilidades de transiçãoentre dois estados n e m em geral vão depender da direção. Por tanto a ma-triz poderá ter autovalores 
omplexos. Vamos 
onsiderar o 
aso em que osautovalores sejam não degenerados e o número de estados �nito. Como 
on-seqüên
ia da falta de simetria temos que 
onsiderar autovetores à esquerda eà direita diferentes. Sejam {Ψk} e {φk} os autovetores à direita e à esquerdarespe
tivamente e {λk} os 
orrespondentes autovalores. Temos
TΨk = λkΨk (3.17)e
φkT = λkφk (3.18)
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il veri�
ar a partir destas equações que os autovetores formam um 
on-junto 
ompleto ortogonal e é possível normalizálo, de forma que:
∑

n

φj(n)Ψk(n) = δjk (3.19)e
∑

k

Ψk(n)φk(m) = I(n,m) (3.20)sendo I a matriz identidade. Notar que os Ψ's são matrizes 
oluna enquantoque os φ's são matrizes linha. Se de�nimos:
H =

(

Ψ1,Ψ2, . . . ,Ψn

) (3.21)e
H−1 =





















φ1

φ2

.

.

.
φn





















(3.22)as propriedes de ortonormalidade impli
am que H e H−1 são matrizes inver-sas: HH−1 = I. Então podemos es
rever:
T = HΛH−1 (3.23)onde Λ é uma matriz diagonal 
ujos elementos da diagonal são os autovaloresde T:

Λ =











λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
. . . . . .
0 0 . . . λn











(3.24)Agora a partir de (3.23) é fá
il ver que:
T l = HΛlH−1 (3.25)onde Λl é uma matriz diagonal 
om os elementos da diagonal iguais a λl

1, λ
l
2, . . . , λ

l
n.A partir destas expressões é fá
il determinar as probabilidades T l(n,m). Oselementos de matriz são dados por:

T l(n,m) =
∑

k

Ψk(n)λl
kφk(m) (3.26)
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o (por exemplose T é regular). A solução esta
ionária P é, por de�nição, um autovetor
om autovalor um. Seja Ψ1 = P . Devido à 
ondição de ortonormalidadeo 
orrespondente autovetor à esquerda φ1 será a matriz linha 
om todos oselementos iguais a um, ou seja, φ1(n) = 1 para qualquer n. Consideremosagora a potên
ia l-ésima de T . Podemos es
revéla em termos dos autovetorese autovalores na forma:
T l = T l I = T l

∑

k

Ψkφk =
∑

k

T lΨkφk =
∑

k

λl
kΨkφk (3.27)onde usamos mais uma vez a 
ondição de ortonormalização para es
rever amatriz identidade. Agora podemos es
rever:

Pl = T l P0 =
∑

k

λl
kΨk(φkP0)

= P +
∑

k 6=1

λl
kΨk(φkP0) (3.28)onde usamos os resultados λl

1 = 1, Ψ1 = P e φ1P0 = 1 porque P0 está nor-malizado. Como liml→∞ Pl = P existe e é úni
o, os autovalores satisfa
em
|λk| < 1 para k 6= 1, então |λk|l → 0 quando l → ∞. Aqui vemos expli-
itamente que Pl → P quando l → ∞ para qualquer 
ondição in
ial P0.Isto mostra que, nestas 
ondições, o estado esta
ionário P é um atrator dadinâmi
a de�nida pela matriz esto
ásti
a.3.2.3 Sistema de dois estadosConsideremos a seguinte matriz esto
ásti
a:

T =

(

1 − p q
p 1 − q

) (3.29)Ela pode representar as probabilidades de transição num sistema que podeestar em um dentre dois estados possíveis, A e B. Supomos que 
onhe
emosas probabilidades de transição: de A para B é T (2, 1) = p e de B para A é
T (1, 2) = q. Notar que as 
olunas estão normalizadas 
om as probabilidadesdo sistema �
ar no próprio estado T (1, 1) = 1 − p e T (2, 2) = 1 − q. Osautovalores são dados pela equação 
ara
terísti
a:
|T − λI| =

∣

∣

∣

∣

∣

1 − p− λ q
p 1 − q − λ

∣

∣

∣

∣

∣

= (1−p−λ)(1−q−λ)−pq = 0 (3.30)
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λ2 − (2 − p− q)λ+ (1 − p)(1 − q) − pq = 0 (3.31)Resolvendo obtemos:

λ1,2 =
(2 − p− q) ±

√

(2 − p− q)2 − 4[(1 − p)(1 − q) − pq]

2
. (3.32)Então:

λ1 = 1 (3.33)e
λ2 = 1 − p− q (3.34)Das equações para os autovetores (3.17) e (3.18) obtemos pΨ1(1) = qΨ1(2),

φ1(1) = φ1(2), Ψ2(1) = −Ψ2(2)e pφ2(2) = −qφ2(1), que junto 
om as 
ondi-ções de normalização dão:
Ψ1 =

1

p+ q

(

q
p

)

φ1 =
(

1 1
) (3.35)

Ψ2 =

(

1
−1

)

φ2 =
1

p+ q

(

p −q
) (3.36)Agora podemos 
al
ular as probabilidades de transição T l a partir da (3.26)e obtemos:

T l =
1

p+ q

(

q q
p p

)

+
(1 − p− q)l

p+ q

(

p −q
−p q

) (3.37)Dada uma probabilidade ini
ial:
P0 =

(

p1

p2

) (3.38)podemos 
al
ular a probabilidade em qualquer instante posterior:
Pl = T lP0 =

1

p+ q

(

q
p

)

+
(1 − p− q)l

p+ q

(

pp1 − qp2

−pp1 + qp2

) (3.39)Se p+ q 6= 0 vemos que no limite l → ∞ a probabilidade Pl se aproxima daprobabilidade esta
ionária Ψ1 independentemente da 
ondição ini
ial.
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reveram uma experiên
ia imaginária na qual N molé-
ulas são distribuidas entre duas 
aixas A e B. As molé
ulas são distinguíveise em 
ada instante uma molé
ula é sorteada e transferida da 
aixa na qualse en
ontra para a outra. Como é a evolução temporal das probabilidadesde o
upação das 
aixas? O sistema atinge uma distribuição esta
ionária?Em 
aso a�rmativo, qual é a forma desta distribuição? Quais são as pro-babilidades de, no instante l ter n molé
ulas na 
aixa A e N − n na 
aixaB? Seja Pl(n) a probabilidade de haver n molé
ulas na 
aixa A no instante l.Suponha ainda que neste instante a 
aixa A possua exatamente n molé
ulas.A probabilidade de ter n − 1 no instante l + 1 é igual a probabilidade dees
olher uma molé
ula da 
aixa A (que será transferida à 
aixa B). Estaprobabilidade é n/N . De forma equivalente a probabilidade de ter n + 1molé
ulas em A no instante l+ 1 será igual a probabilidade de es
olher umamolé
ula da 
aixa B, isto é, (N−n)/N . As probabilidades de transição serãoentão:
T (n− 1, n) =

n

N
, n = 1, 2, . . . , N

T (n+ 1, n) =
N − n

N
, n = 0, 1, . . . , N − 1 (3.40)Os outros elementos de matriz são zero. Note que T é uma matriz (N +

1)× (N + 1) tridiagonal. Se permitirmos que o número de molé
ulas em umdeterminado instante não se altere, então:
T (n− 1, n) = q

n

N
, n = 1, 2, . . . , N

T (n, n) = p, n = 0, 1, 2, . . . , N

T (n+ 1, n) = q
N − n

N
, n = 0, 1, . . . , N − 1 (3.41)sendo p a probabilidade da molé
ula permane
er na 
aixa na qual se en
ontrae q = 1 − p a probabilidade de mudar de 
aixa.A equação para a evolução temporal das probabilidades é:

Pl+1(n) =
N
∑

m=0

T (n,m)Pl(m) (3.42)
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aso se reduz a:
Pl+1(n) = q

(

1 − n− 1

N

)

Pl(n− 1) + pPl(n) + q
(

n + 1

N

)

Pl(n+ 1), (3.43)válida para n = 0, 1, 2, . . . , N 
om as 
ondições de 
ontorno Pl(N + 1) =
Pl(−1) = 0. A probabilidade esta
ionária P (n) satisfaz:

P (n) =
(

1 − n− 1

N

)

P (n− 1) +
(

n+ 1

N

)

P (n+ 1). (3.44)
uja solução é
P (n) = 2−N

(

N
n

) (3.45)Vemos na forma desta solução que a distribuição esta
ionária equivale adistribuir as N molé
ulas aleatoriamente entre as duas 
aixas. Vamos verainda que este resultado independe da 
ondição in
ial. Podemos 
al
ular aevolução no tempo dos momentos, por exemplo, o número médio de molé
ulasna 
aixa A em função de t (l) será:
< n >l =

N
∑

n=0

nPl(n) (3.46)Substituindo o resultado (3.43) na equação anterior obtemos uma re
orrên
iapara < n >l:
< n >l+1=< n >l +q(1 − 2

N
< n >l) (3.47)Propondo uma solução da forma < n >l= arl + b 
om a 
ondição ini
ial

< n >0= N de que todas as N molé
ulas estejam na 
aixa A em l = 0obtemos:
< n >l=

N

2
+
N

2
(1 − 2

N
q)l (3.48)onde vemos que o número médio de molé
ulas tende a N/2 
omo é de seesperar �si
amente. O segundo momento é dado por:

< n2 >l=
N
∑

n=0

n2Pl(n) (3.49)Substituindo (3.43) obtemos:
< n2 >l+1= (1 − 4

N
q) < n2 >l +2q < n >l +q (3.50)
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aso anterior 
om a 
ondiçãoini
ial < n2 >0= N2 para obter:
< n2 >l=

N2

4
+
N

4
+
N2

2
(1 − 2

N
q)l +

(

N2

4
− N

4

)

(

1 − 4q

N

)l

. (3.51)E 
om estes resultados obtemos a variân
ia:
< n2 >l − < n >2

l =
N

4
− N

4
(1 − 2

N
q)l +

(

N2

4
− N

4

)

(

1 − 4q

N

)l

. (3.52)que se aproxima asintoti
amente ao valor N/4.Vamos agora resolver o modelo de Ehrenfest 
om o método algébri
o, ouseja, analizando a estrutura de autovalores e autovetores da matriz esto
ás-ti
a. Neste 
aso a matriz T tem a forma (ver (3.41):
T =



































p q/N 0 0 0 · · · 0
q p 2q/N 0 0 · · · 0
0 q(1 − 1/N) p 3q/N 0 · · · 0
0 0 q(1 − 2/N) p 4q/N · · · 0... · · · · · · ...... · · · ...
0 · · · p q
0 · · · q/N p



































(3.53)
Agora poderiamos pro
eder 
om no exemplo do sistema de dois estados,diagonalizar a matriz, obter os autovalores e autovetores e re
onstruir asprobabilidades. No entanto, 
omo a matriz é maior e mais 
omplexa vamosseguir outro possível 
aminho. Es
revamos a equação para os autovetores adireita:

N
∑

m=0

T (n,m)Ψ(m) = λΨ(n) (3.54)Desenvolvendo a soma esta equação equivale a (ver (3.43)):
q(1 − n− 1

N
)Ψ(n− 1) + pΨ(n) + q(

n+ 1

N
)Ψ(n + 1) = λΨ(n) (3.55)que vale para n = 0, 1, 2, . . . , N 
om as 
ondições Ψ(−1) = Ψ(N + 1) = 0.Agora de�nimos uma função geratriz:

f(x) =
N
∑

n=0

Ψ(n)xn (3.56)
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amos (3.55) por xn e somamos em n. Vamos tertérminos da forma:
N
∑

0

(n− 1)Ψ(n− 1)xn = x2 d

dx

N
∑

0

Ψ(n− 1)xn−1

= x2

(

df

dx
−NΨ(N)xN−1

)

, (3.57)
N
∑

0

(n+ 1)Ψ(n+ 1)xn =
d

dx

(

N
∑

0

Ψ(n+ 1)xn+1

)

=
df

dx
(3.58)e

N
∑

0

Ψ(n− 1)xn = x
N
∑

0

Ψ(n− 1)xn−1 = x(f − Ψ(N)xN ), (3.59)onde �zemos uso das 
ondições de 
ontorno. Juntando estes resultados par-
iais obtemos uma equação diferen
ial para f(x):
q(1 − x2)

df

dx
= N(λ− p− qx)f (3.60)que é integrável e da 
omo resultado:

f(x) = C(1 + x)N−k(1 − x)k (3.61)
om C uma 
onstante de integração e k = −N(λ − 1)/2q. Da de�nição de
f pode-se 
on
luir que k deverá ser um número inteiro e 0 ≤ k ≤ N . Estesvalores determinarão os autovalores:

λk = 1 − 2q

N
k k = 0, 1, 2, . . . , N. (3.62)Então a função geratriz �
a parametrizada pelo número k, e para 
ada kteremos uma expansão da forma:
fk(x) =

N
∑

n=0

Ψk(n)xn (3.63)sendo Ψk(n) o autovetor 
orrespondente ao autovalor λk. Vemos então queos autovetores a direita são os 
oe�
ientes da expansão da função geratriz.
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amos o autovetor Ψ0 
om a probabilidade esta
ionária, 
orres-pondendo ao autovalor λ0 = 1, da de�nição de f e da normalização daprobabilidade obtemos o valor da 
onstante C = 2−N . Desta forma:
fk(x) = 2−N(1 + x)N−k(1 − x)k (3.64)Em parti
ular temos que f0(x) = 2−N(1 + x)N . Expandindo o binomioobtemos o resultado para a probabilidade esta
ionária (3.45). Utilizando as
ondições de ortonormalização entre os autovetores a esquerda e direita épossível mostrar que:

φk(n) = 2NΨn(k) (3.65)Se es
olhemos 
omo 
ondição ini
ial que todas as molé
ulas estejam na 
aixaA, então P0(n) = δn,N e:
Pl(n) =

N
∑

m=0

T l(n,m)P0(m) = T l(n,N) =
N
∑

k=0

λl
kΨk(n)φk(N) (3.66)Para 
al
ular os momentos da distribuição determinamos primeiro os mo-mentos da variável x da função geratriz:

< xn >l =
N
∑

n=0

xnPl(n) =
N
∑

k=0

λl
kfk(x)φk(N) (3.67)De (3.63), (3.64) e (3.65) obtemos:

φk(N) = (−1)k

(

N
k

) (3.68)e:
< xn >l = 2−N(1 + x)N +

N
∑

k=1

λl
k(−1)k

(

N
k

)

2−N(1 + x)N−k(1− x)k (3.69)Finalmente derivando respeito de x e fazendo x = 1 obtemos:
< n >l =

N

2
+
N

2
λl

1 =
N

2
+
N

2
(1 − 2

N
q)l (3.70)que é o memso resultado que obtivemos antes 
om outro método. Da mesmaforma podemos obter os outros momentos.
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on
luir 
om a análise do modelo de Ehrenfest notamos que se as-so
iamos o estado n 
om uma posição em uma dimensão x = n, é possívelinterpretar o problema 
om uma 
aminhada aleatória unidimensional na qualas probabilidades de saltar para sítios vizinhos dependem da posição da par-tí
ula. Temos em total N sítios e a probabilidade de ir para a direita ouesquerda depende de que a 
oordenada seja x < N/2 ou x > N/2 respe
ti-vamente. Por tanto a 
aminhada aleatória é tal que tende a levar sempre apartí
ula para o ponto médio x = N/2 e então o problema pode ser inter-pretado 
omo uma 
aminhada aleatória 
om uma for
a elásti
a que 
res
epropor
ionalmente 
om a distân
ia ao 
entro, que é o ponto de equilíbrioesta
ionário.3.2.5 A 
aminhada aleatória, tempo de primeira passa-gem, probabilidade de re
orrên
iaVamos agora voltar a analizar o pro
esso da 
aminhada aleatória 
om as té
-ni
as da matriz estó
asti
a apli
ada a pro
essos markovianos. Consideremosini
ialmente a 
aminhada unidimensional generalizada para o 
aso em que o
aminhante possa permane
er num determinado sítio 
om probabilidade p.Neste 
aso os elementos não nulos da matriz esto
ásti
a são:
T (n, n− 1) = T (n, n+ 1) =

1

2
q

T (n, n) = p (3.71)onde q = 1 − p e n = 0, 1, 2, . . . , N − 1. Consideremos uma 
ondição ini
ial
om a partí
ula na origem, ou seja, P0(n) = δn0. A equação para a evoluçãotemporal das probabilidades é:
Pl+1(n) =

N−1
∑

n=0

T (n,m)Pl(m)

=
1

2
qPl(n + 1) +

1

2
qPl(n− 1) + pPl(n) (3.72)Consideramos 
ondições periódi
as de 
ontorno Pl(n+N) = Pl(n). Notamosque a matriz T é tridiagonal 
om os elementos das diagonais sendo todosiguais. Matrizes 
om estas 
ara
terísti
as se 
hamam de Toeplitz. Formal-mente, uma matriz de Toeplitz satisfaz:

T (n,m) = f(n−m) (3.73)
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om f(n) uma função periódi
a f(n+N) = f(n). A f(n) ≥ 0 e ∑n f(n) = 1.No 
aso da 
aminada aleatória unidimensional a função f é f(1) = f(N−1) =
q/2, f(0) = p e zero para outros valores do argumento. Em termos de f aprobabilidade pode ser es
rita 
omo:

Pl+1(n) =
∑

m

f(n−m)Pl(m) (3.74)Para 
al
ular as probabilidades é útil de�nir neste 
aso a 
orrespondentefunção 
ara
terísti
a:
Gl(k) =

∑

n

Pl(n)eikn (3.75)A equação (3.74) representa uma 
onvolução e então:
Gl+1(k) = F (k)Gl(k) (3.76)onde F (k) é a função 
ara
terísti
a da f(n):
F (k) =

∑

n

f(n)eikn (3.77)A partir destas de�nições obtemos:
Gl(k) = F l(k)G0(k) (3.78)Para a 
ondição ini
ial es
olhida G0(k) = 1 e então Gl(k) = F l(k). Para o
aso da 
aminhada aleatória e usando a periodi
idade da função f obtemos

F (k) = p+ q cos k e então:
Gl(k) = (p+ q cos k)l. (3.79)A partir da de�nição da função 
ara
terísti
a podemos identi�
ar as proba-bilidades Pl(n) 
omo os 
oe�
ientes da expansão do bin�mio (3.79).Outra forma de obter as probabilidades é pelo método algébri
o, 
al
u-lando os autovalores e autovetores da matriz esto
ásti
a. Se pode mostrarque toda matriz de Toplitz possui o seguinte 
onjunto de autovetores:

ψk(n) =
1

N
eikn k =

2π

N
j, j = 0, 1, 2, . . . , N − 1 (3.80)É fá
il veri�
ar que estas funções satisfazem a equação de autovalores

∑

m

T (n,m)ψk(m) = λkψk(n) (3.81)
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om os autovalores dados por:
λk =

∑

n

f(n)eikn = F (k) (3.82)e neste 
aso λk = p + q cos k. Os autovetores a esquerda são φk(n) = e−ikn.De a
ordo a estes resultados obtemos:
Pl(n) =

∑

m

T l(n,m)P0(m) = T l(n, 0)

=
∑

k

λl
kψk(n)φk(0) =

1

N

∑

k

λl
ke

ikn (3.83)Substituindo o resultado para os autovalores obtemos:
Pl(n) =

1

N

∑

k

(p+ q cos k)leikn (3.84)Destes resultados (ver ( 3.80)) podemos 
on
luir que a 
aminhada aleató-ria terá uma distribuição esta
ionária somente no 
aso no qual onúmero de estados N seja �nito. Este fato se torna evidente se anali-zarmos o problema da re
orrên
ia ou a probabilidade da partí
ula voltara uma posição pela qual já passou num instante anterior. Seja Rl(n,m) aprobabilidade da partí
ula atingir pela primeira vez o estado n após l passostendo 
omeçado no estado m. O tempo 
orrespondente l é 
hamado de tempoda primeira passagem (�rst passage time). A probabilidade da primeira re-
orrên
ia está rela
ionada 
om a matriz de transição pela expressão:
T l(n,m) =

l
∑

j=1

Rj(n,m)T l−j(n, n) (3.85)válida para l ≥ 1 sendo T l(n,m) a probabilidade de passar do estado m parao n após l passos 
om T 0(n,m) = δ(n,m). A equação da re
orrên
ia (3.85)tem a seguinte interpretação: podemos supor que existem l formas de atingiro estado n após l passos 
omeçando pelo m dependendo do tempo que levoupara atingir n pela primeira vez. Este último tempo é rotulado pelo índi
e j(ver equação). Então dado j a probabilidade T l(n,m) é dada pelo produto de
Rj(n,m) (probabilidade de atingir n pela primeira vez após j passos) 
om aprobabilidade de voltar a n após os l−j passos restantes dada por T l−j(n, n).Como 1 ≤ j ≤ l temos que somar em todas estas possibilidades para obter aprobabilidade �nal (3.85).
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al
ular a probabilidade de re
orrên
ia e o tempo médio 
orrespon-dente para a 
aminhada aleatória. Para isso de�nimos as seguintes funçõesgeratrizes:
g(n,m, z) =

∞
∑

l=1

T l(n,m)zl + δ(n,m)

h(n,m, z) =
∞
∑

l=1

Rl(n,m)zl (3.86)As funções anteriores têm o seguinte signi�
ado: a g(n,m, 1) é o tempomédio que o sistema passa no estado n partindo do estado m e a h(n,m, 1) éa probabilidade de o sistema passar ao menos uma vez pelo estado n partindodo m. Fazendo uso da (3.85) e das de�nições anteriores, e após inverter assomas (∑∞
l=1

∑l
j=1 →

∑∞
j=1

∑∞
l=j), obtemos:

g(n,m, z) = δ(n,m) + h(n,m, z)g(n, n, z) (3.87)Para n = m:
h(n, n, z) = 1 − 1

g(n, n, z)
(3.88)De�nimos a probabilidade de re
orrên
ia do estado n, R(n), 
omo a proba-bilidade de retorno da partí
ula ao estado n após 
omeçar desde o mesmoestado n:

R(n) =
∞
∑

l=1

Rl(n, n) = h(n, n, 1) = 1 − 1

g(n, n, 1)
(3.89)Se R(n) = 1 o estado 
orrespondente n é 
hamado re
orrente. Para queum estado seja re
orrente é ne
essário que g(n, n, 1) divirja. Se o estado ére
orrente se pode de�nir o tempo médio de re
orrên
ia 
omo:

< l >=
∞
∑

l=1

lRl(n, n) = lim
z→1

d

dz
h(n, n, z) (3.90)Utilizando a relação espe
tral (3.26) obtemos:

g(n,m, z) =
∑

k

1

1 − zλk
ψk(n)φk(m) (3.91)Então, para saber se um estado é re
orrente devemos 
al
ular g(n, n, z).
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aso em que a probabilidade esta
ionária P (n) = ψ0(n) não for iden-ti
amente nula, a relação anterior �
a
g(n, n, z) =

P (n)

1 − z
+
∑

k 6=0

1

1 − zλk
ψk(n)φk(n) (3.92)já que λ0 = 1, ψ0(n) = P (n) e φ0(n) = 1. Desta última expressão vemosque sempre que P (n) 6= 0 obtemos que limz→1 g(n, n, z) = ∞. Neste 
aso
on
luímos que R(n) = 1 e portanto o estado n é re
orrente. Agora é simples
al
ular o tempo médio de re
orrên
ia < l >. Para z ≃ 1 a (3.92) �
adominada pelo primeiro termo, e então podemos es
rever h(n, n, z) ≈ 1 −

(1−z)/P (n). Logo da (3.90) resulta < l >= 1/P (n). No 
aso da 
aminhadaaleatória em d = 1, P (n) = 1/N para qualquer estado, e então todos têm omesmo tempo médio de re
orrên
ia < l >= N .No 
aso em que a probabilidade esta
ionária se anule, devemos 
onsiderartodos os termos da soma. No 
aso da 
aminhada aleatória em d = 1 obtemos:
g(n,m, z) =

1

N

∑

k

eik(n−m)

1 − zλk
(3.93)e por tanto,

g(n, n, z) =
1

N

∑

k

1

1 − zλk
(3.94)A probabilidade esta
ionária va a zero quando N → ∞. Neste 
aso passandoao 
ontinuo obtemos:

g(n, n, z) =
1

2π

∫ π

−π

1

1 − zλk
dk (3.95)Para determinar se esta função diverge para z → 1 devemos analizar a inte-gral

g(n, n, 1) =
1

2πq

∫ π

−π

1

1 − cos k
dk (3.96)Para ver se esta integral diverge podemos analizar o 
omportamento pertoda origem. Para isto es
revemos:

1

2

∫ π

−π

1

1 − cos k
dk =

∫ π

0

1

1 − cos k
dk =

∫ ǫ

0

1

1 − cos k
dk +

∫ π

ǫ

1

1 − cos k
dk(3.97)
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om ǫ≪ 1. Agora podemos aproximar o integrando da primeira integral por
2/k2 
uja integral diverge em k = 0. Logo R(n) = 1 e o estado é re
orrente.No entanto neste 
aso em N → ∞ o tempo médio de re
orrên
ia é in�nito!Em d dimensões a equação (3.93) �
a (
om q = 1/2 e fazendo uso das
ondições de 
ontorno periódi
as):

g(~n, ~m, z) =
∫ π

−π

dd~k

(2π)d

ei~k(̇~n−~m)

1 − z
d

∑d
µ=1 cos kµ

(3.98)Neste 
aso temos que analizar o 
omportamento perto da origem da in-tegral:
g(~n, ~n, 1) =

1

(2π)d

∫ π

−π

∫ π

−π
· · ·

∫ π

−π

d

d− cos k1 − cos k2 − · · · cos kd
dk1 dk2 . . . dkd(3.99)Fazendo uma expansão num entorno da origem somos levados a analizar aintegral:

∫ 1

k2
1 + k2

2 + . . .+ k2
d

dk1 dk2 . . . dkd = c
∫ π

0

1

k2
kd−1dk (3.100)Em d = 2 o resultado da integal é c ln k que apresenta uma divergên
ialogarítmi
a na origem. d = 2 é um exemplo de dimensão 
ríti
a. Para

d ≥ 3 o resultado da integral é c
d−2

kd−2, e por tanto g(~n, ~n, 1) é �nita. Emparti
ular para d = 3 (e p = q = 0.5) a probabilidade de es
ape Pescape =
1/g(n, n, 1) ≈ 0.66 ou a probabilidade de re
orrên
ia R(n) = 1 − Pescape ≈
0.44 [12℄. Con
luimos que para d ≥ 3 a probilidade de re
orrên
ia é menordo que um, R(n) < 1, e então a partí
ula pode não voltar nun
a ao ponto departida. A probabilidade de re
orrên
ia de
res
e 
om a dimensão espa
ial.Para ver 
omo de
res
e podemos fazer uma expansão da g(~n, ~n, 1) , equação(3.99), para d grande. O resultado é:
g(~n, ~n, 1) = 1+

1

2d
+3

(

1

2d

)2

+12
(

1

2d

)3

+60
(

1

2d

)4

+355
(

1

2d

)5

+O
(

(

1

2d

)6
)(3.101)Como o tempo está dis
retizado, esta equação nos diz que para d grande otempo que o sistema passa na origem tende ao intervalo de tempo entre doissaltos 
onse
utivos, ou seja, em dimensões grandes a partí
ula nun
a volta
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ial. A probabilidade de re
orrên
ia tende a zero e é dada por:
h(~n, ~n, 1) =

1

2d
+ 2

(

1

2d

)2

+ 7
(

1

2d

)3

+ 35
(

1

2d

)4

+ 215
(

1

2d

)5

+O
(

(

1

2d

)6
)(3.102)O fato de que R(n) = 1 para d ≤ 2 nos diz que as trajetórias do 
a-minhante aleatório serão densas em uma e duas dimensões, e não o serãomais em dimensões maiores ou iguais a três. O espaço visitado por uma
aminhada aleatória em d ≥ 3 é fra
tal.A função g(n,m, z) pode ser 
onsiderada uma matriz e pode ser es
ritaformalmente 
omo (ver de�nição (3.86) e (3.91)):

g(z) =
1

I − zT
(3.103)Também a partir da equação (3.98) se pode veri�
ar que a g(~n, ~m, 1) satisfaz:

g(~n, ~m, 1) = δ(~n, ~m) +
1

2d

∑

µ

g(~n− ~m+ ~eµ, 1) + g(~n− ~m− ~eµ, 1) (3.104)que é a forma dis
reta do operador Lapla
iano, ou seja,
∆rg(~n− ~m, 1) = −δ(~n, ~m) (3.105)Por tanto esta função que interpretamos 
om o tempo médio de permanên
ianum estado dado é uma função de Green. É fá
il mostrar que a funçãogeratriz g(~n, ~m, z) também é uma função de Green.Finalmente, se identi�
amos o estado ~n 
om uma 
oordenada ~x, passamosao limite 
ontinuo ~x → ~x/a, ~k → ~ka, fazendo a → 0 e identi�
ando 1/z ≡

1 +m2a2/2d, obtemos
g(~x− ~x0, m

2) =
∫ ∞

−∞

dd~k

(2π)d

ei~k·(~x− ~x0)

k2 +m2
(3.106)que é o propagador massivo numa teoria de 
ampos es
alares livres [7℄.3.3 A Equação MasterA aproximação de 
onsiderar o intervalo de tempo entre dois eventos 
omosendo �xo e �nito não é adequada para des
rever muitos pro
essos, 
omo
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aimento radioativo, onde os instantes em que a
onte
emas transições entre estados podem tomar quaisquer valores reais e os inter-valos não são ne
essariamente iguais. Vamos generalizar nossa análise paraestes 
asos 
onsiderando que o intervalo de tempo para que a
onteça umatransição, τ , possa tomar valores arbitrariamente pequenos. Quando τ → 0podemos es
rever:
T (n,m) = τW (n,m) m 6= n (3.107)Interpretamos a matriz W (n,m) 
omo a probabilidade de transição por uni-dade de tempo, ou taxa de transição do estado m para o n para m 6= n. Otermo m = n pode ser es
rito da forma:

T (n, n) = 1 − τΩ(n) (3.108)e 
orresponde a probabilidade de não haver transição no intervalo τ , que serámuito próxima de um para τ → 0. Utilizando a normalização das 
olunas damatriz esto
ásti
a obtemos:
∑

m

T (m,n) = T (n, n) +
∑

m6=n

T (m,n)

= 1 − τΩ(n) + τ
∑

m6=n

W (m,n) = 1 (3.109)e por tanto
Ω(n) =

∑

m6=n

W (m,n) (3.110)A probabilidade do sistema estar no estado n ao tempo l + 1 é dada por
Pl+1(n) =

∑

m

T (n,m)Pl(m) =
∑

m6=n

T (n,m)Pl(m) + T (n, n)Pl(n)

= τ
∑

m6=n

W (n,m)Pl(m) + Pl(n) − τΩ(n)Pl(n) (3.111)Se de�nimos t = lτ e a probabilidade P (n, t) = Pl(n) temos:
P (n, t+ τ) − P (n, t)

τ
=
∑

m6=n

W (n,m)P (m, t) − Ω(n)P (n, t) (3.112)Tomando o limite τ → 0 e utilizando a relação (3.110) obtemos
dP (n, t)

dt
=
∑

m6=n

[W (n,m)P (m, t) −W (m,n)P (n, t)] (3.113)
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ial para a variação temporal das probabilidades e apare
e 
omo ele-mento novo a matriz W (n,m) interpretada 
omo a taxa de transição entreos estados m e n. Re
onhe
emos no primeiro termo da equação master oaumento da probabilidade do estado n devido a transições para o estado,enquanto que o segundo termo representa a diminuição da probabilidade portransições do estado n para outros estados. É 
laro que o termo 
om m = nestá ausente da soma por não 
ontribuir para a variação da probabilidade.Toda a informação sobre o sistema está na matriz W (n,m). Esta matrizpode ser 
al
ulada 
om qualquer método para determinar taxas de transi-ção num sistema, 
omo por exemplo teoria de perturbações dependentes dotempo. Num sistema quânti
o isto leva a famosa regra de ouro de Fermi:
W (n,m) =

2π

h̄
|H ′(n,m)|2ρ(En) (3.114)onde H ′(n,m) é o elemento de matriz do termo de perturbação no Hamilto-niano e ρ(En) a densidade de estados do sistema não perturbado.3.3.1 Caminhada aleatória em tempo 
ontínuoUma interessante generalização da 
aminhada aleatória 
onsiste em 
onside-rar as probabilidades de transição dependentes do tempo, da forma γ∆t/2.O 
aminhante ainda pode dar um salto a direita ou esquerda mas agora aprobabilidade de transição aumenta 
om o aumento do tempo trans
orridodesde o último salto. Desta forma as taxas de transição são dadas por

W (n, n+ 1) = W (n, n− 1) =
γ

2
(3.115)sendo nulas todas as outras. Para este problema a equação master toma aforma:

dP (n, t)

dt
=
γ

2
P (n+ 1, t) +

γ

2
P (n− 1, t) − γP (n, t) (3.116)Notamos que o lado direito 
orresponde à versão dis
reta do operador La-pla
iano o que põe em evidên
ia mais uma vez a relação entre a 
aminhadaaleatória e a difusão.



Daniel A. Stariolo - IF-UFRGS - 2006 483.3.2 A matriz de evolução WNa seção anterior de�nimos as taxas de transição W (n,m) para m 6= n. Noentanto não foi ne
essário de�nir o elemento diagonal W (n, n). Dada estaliberdade vamos es
olher estes elementos de forma que
∑

m

W (m,n) = 0 (3.117)ou seja
W (n, n) = −

∑

m6=n

W (m,n) = −Ω(n) (3.118)Desta forma �
a 
ompletamente de�nida a matriz W 
hamada matriz deevolução e que tem as seguintes propriedades:
• Todos os elementos fora da diagonal são maiores ou iguais a zero:

W (n,m) ≥ 0, m 6= n (3.119)
• A soma dos elementos de qualquer 
oluna é nula.Se de�nimos uma matriz 
oluna de elementos ψ(n) podemos es
rever:

∑

m

W (n,m)ψ(m) =
∑

m6=n

[W (n,m)ψ(m) −W (m,n)ψ(n)] (3.120)Isto nos permite rees
rever a equação master na forma:
d

dt
P (n, t) =

∑

m

W (n,m)P (m, t) (3.121)
uja solução formal 
om 
ondição ini
ial P (n, 0) é:
P (n, t) = etWP (n, 0) (3.122)onde exp (tW ) é a matriz de�nida por

etW = I + tW +
t2

2!
W 2 +

t3

3!
W 3 + . . . (3.123)sendo I a matriz identidade.
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W =

(

−γ/2 γ/2
γ/2 −γ/2

) (3.124)É fá
il mostrar que:
W l = (−γ)l−1W l = 1, 2, 3, . . . (3.125)Com este resultado obtemos:

exp (tW ) = I +
∞
∑

l=1

tl

l!
W l

= I +W
∞
∑

l=1

tl

l!
(−γ)l−1

= I +
1

γ
(1 − e−tγ)W (3.126)Logo, es
revendo em forma matri
ial:

P (t) = P (0) +
1

γ
(1 − e−tγ)WP (0) (3.127)onde P (t) é a matriz 
oluna de elementos P (n, t). Expli
itamente:

P (1, t) =
1

2
(1 − e−tγ) + e−tγP (1, 0)

P (2, t) =
1

2
(1 − e−tγ) + e−tγP (2, 0) (3.128)Notamos nesta solução que para t → ∞, P (1, t) = P (2, t) = 1/2 indepen-dentemente da 
ondição ini
ial, ou seja, os dois estados �
am igualmentepopulados.3.3.4 Propriedades das matrizes WA normalização das 
olunas de uma matriz W nos diz que uma tal matrizpossui um autovetor a esquerda 
om todas as 
omponentes iguais a um e
ujo autovalor 
orrespodente é zero:

φ = (1, 1, 1, . . . , 1) φW = 0 (3.129)
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orrespodente autovetor a direita 
om o mesmo autovalor:
Wψ = 0 (3.130)O autovetor ψ é uma solução independente do tempo da equação master epode ser uma probabilidade esta
ionária se suas 
omponentes são não negati-vas e 
onvenientemente normalizadas. As matrizes W podem ser 
lassi�
adasde forma semelhante a 
lassi�
ação das matrizes T.Podemos obter as soluções da equação master se determinamos todos osseus autovetores e autovalores. Chamando Λk aos autovalores, os autovetoresa esquerda e direita satisfazem as equações:

Wψk = Λkψk φkW = Λkφk (3.131)Os autovetores formam um 
onjunto 
ompleto ortonormalizado de formaanáloga ao que a
onte
e 
om os autovetores das matrizes T:
∑

n

φj(n)ψk(n) = δjk
∑

k

ψk(n)φk(m) = I(n,m) (3.132)Já vimos que o vetor de probabilidade esta
ionária Pe é um autovetor 
omautovalor nulo. Seja Λ0 = 0 o 
orrespondente autovalor. Então Pe = ψ0. O
orrespondente autovetor a esquerda tem todas as 
omponentes iguais a um.Consideremos agora a seguinte expansão:
etW = etW I = etW

∑

k

ψkφk =
∑

k

eΛktψkφk (3.133)Utilizando este resultado obtemos:
P (t) =

∑

k

ake
Λktψk, (3.134)onde ak = φkP (0) é um es
alar. Utilizando agora as propriedades asso
iadasao autovalor zero obtemos:

P (t) = Pe +
∑

k 6=0

ake
Λktψk (3.135)
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ionário a equação master se reduz a:
∑

m6=n

W (n,m)Pe(m) =
∑

m6=n

W (m,n)Pe(n). (3.136)Esta equação representa o fato de que no estado esta
ionário a soma detodas as transições por unidade de tempo para qualquer estado n deve serbalançada pela soma das transições do estado n para todos os outros.Para sistemas físi
os em equilíbrio termodinâmi
o uma identidade maisforte se satisfaz:
W (n,m)Pe(m) = W (m,n)Pe(n). (3.137)Esta identidade impli
a que o balanço das probabilidades a
onte
e para 
adapar de estados m e n e é 
onhe
ida 
omo balanço detalhado.O balanço detalhado impli
a reversibilidade mi
ros
ópi
a da dinâmi
ado sistema. Ainda é possível mostrar que a 
ondição de balanço detalhadodepende só das taxas de transição do sistema e não da forma parti
ular daprobabilidade de equilíbrio: 
onsideremos três estados n,n′ e n′′ distintos.No estado esta
ionário a probabilidade de observar a trajetória fe
hada n→

n′ → n′′ → n em três intervalos de tempo 
onse
utivos ∆t é:
∆tW (n, n′′)∆tW (n′′, n′)∆tW (n′, n)Pe(n) (3.138)enquanto que a probabilidade de observar a trajetória inversa é:
∆tW (n, n′)∆tW (n′, n′′)∆tW (n′′, n)Pe(n) (3.139)Se o sistema apresenta reversibilidade mi
ros
ópi
a essas duas probabilidadessão iguais e então:

W (n, n′′)W (n′′, n′)W (n′, n) = W (n, n′)W (n′, n′′)W (n′′, n) (3.140)que é independente da probabilidade esta
ionária. Ainda é possível mos-trar que as matrizes W que satisfa
em balanço detalhado possuem todos osautovalores reais.3.3.6 Pro
essos �One step� ou �Nas
imento-Morte�Os pro
essos de um passo ou one step são de�nidos 
omo pro
essos mar-kovianos em tempo 
ontinuo 
om estados dis
retos nos quais só são per-mitidas transições entre estados vizinhos. Assim 
onsideremos uma 
ami-nhada aleatória generalizada na qual a taxa de transição para a direita é
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W (n + 1, n) = an e para esquerda W (n− 1, n) = bn enquanto que todas asoutras são nulas. A equação master 
orrespondente é:
d

dt
P (n, t) = bn+1 P (n+ 1, t) + an−1 P (n− 1, t) − (an + bn)P (n, t) (3.141)Em muitos 
asos esta equação não pode ser resolvida exatamente 1, no en-tanto as vezes é possível obter valores médios de funções dos estados, f(n).Os valores médios se obtêm multipli
ando a eq.(3.141) por f(n) e somandosobre n:

d

dt
< f(n) >=< [f(n+ 1) − f(n)]an > + < [f(n− 1) − f(n)]bn > (3.142)O 
aso mais elementar 
orresponde aos momentos de n:

d

dt
< n >=< an > − < bn > (3.143)

d

dt
< n2 >=< (2n+ 1)an > + < (−2n + 1)bn > (3.144)Notamos que se as taxas de transição não forem lineares em n os momentosirão dependender de momentos de ordem superior.3.3.7 De
aimento RadiativoSuponhamos que temos um material radiativo que, ao tempo t, possui nátomos. Em um intervalo ∆t um átomo do tipo A pode de
air em outro detipo B. O de
aimento por átomo é governado pela taxa de de
aimento γ deforma que a probabilidade de transição n→ n− 1 num intervalo pequeno detempo ∆t é ∆tγn. Neste problema an = 0, bn = γn e a equação master paraas probabilidades de observar n átomos do material A no instante t é:
d

dt
P (n, t) = γ(n+ 1)P (n+ 1, t) − γnP (n, t) (3.145)A equação para a evolução temporal do primeiro momento é:

d

dt
< n >= −γ < n >, (3.146)1Para uma dis
ussão da teoria geral de pro
essos one-step e numerosas apli
ações ver [9℄
apítulo VI
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d

dt
< n2 >= −2γ < n2 > +γ < n > (3.147)
ujas soluções são:

< n(t) >= n0e
−γt (3.148)e

< n2(t) >= n0e
−γt + (n2

0 − n0)e
−2γt (3.149)
om as 
ondições ini
iais < n(0) >= n0 e < n2(0) >= n2

0. Desta formaobtivemos o 
onhe
ido resultado do de
aimento exponen
ial do número deátomos num material radiativo. Notar que o estado n = 0 é um estadoabsorvente e a solução assintóti
a da dinâmi
a a tempos grandes (in�nito).3.3.8 Reações quími
asÉ possível fazer modelos simpli�
ados da 
inéti
a das reações quími
as 
onsiderando-as 
omo pro
essos esto
ásti
os. Os 
asos mais simples 
orrespondem a pro-
essos de um passo. Consideremos por exemplo a reação:
A +B → 2A

2A → A+B (3.150)
A → C
om taxas de reação k1, k2 e k3 respe
tivamente. A primeira é uma rea-ção 
atalíti
a onde se assume que o número de átomos B é muito grandee prati
amente 
onstante. A segunda é a reação reversa e a ter
eira umaaniquilação espontânea. A taxa de transição do primeiro pro
esso que 
or-responde a n → n + 1 é k1n; do segundo que 
orresponde a n → n − 1 é

k2n
2 e do ter
eiro que 
orresponde de novo a n → n − 1 é k3n. Por tanto

an = k1n, bn = k2n
2 + k3n e a equação master �
a:

d

dt
P (n, t) = [k2(n+1)2+k3(n+1)]P (n+1, t)+k1(n−1)P (n−1, t)−(k1n+k2n

2+k3n)P (n, t)(3.151)A evolução do primeiro momento é:
d

dt
< n >= (k1 − k3) < n > −k2 < n2 > (3.152)



Daniel A. Stariolo - IF-UFRGS - 2006 54e do segundo:
d

dt
< n2 >= (k1 +k3) < n > +(2k1−2k3+k2) < n2 > −2k2 < n3 > (3.153)onde notamos que os momentos de 
ada ordem dependem dos momentos daordem imediata superior, o que produz uma hierarquia de equações a
opla-das. Para poder resolver as equações devemos fazer alguma aproximação. Amais simples 
onsiste em eliminar �utuações e 
onsiderar < n2 >=< n >2que nos permite resolver a equação para o primeiro momento. Se k1 6= k3obtemos nesta aproximação:

< n > (t) =
k1 − k3

k2 + c exp {−(k1 − k3)t}
(3.154)sendo c uma 
onstante a determinar pela 
ondição ini
ial. Este modelo apre-senta duas possíveis soluções esta
ionárias dependendo dos valores relativosde k1 e k3:

< n > = 0 k1 < k3

< n > =
k1 − k3

k2
k1 > k3 (3.155)Notamos que o sistema apresenta uma mudança no 
omportamento assintó-ti
o dependendo de que a taxa da reação 
atalíti
a k1 seja menor que a dareação de aniquilação espontânea k3 em 
ujo 
aso o número �nal de atómosdo tipo A é nulo ou então que k1 > k3 em 
ujo 
aso o número �nal de átomos

A é �nito. Este é um exemplo simples de transição de fase. A relaxaçãoao valor assintóti
o é exponen
ial em ambos os 
asos 
om taxa de relaxação
τ = |k1−k3|−1. Notamos que a relaxação se torna mais e mais lenta a medidaque k1 e k3 se aproximam e o tempo diverge quando ambas taxas são iguais.Neste 
aso a equação de evolução do primeiro momento é:

d

dt
< n >= −k2 < n >2 (3.156)
uja solução é:
< n > (t) =

1

c+ k2t
(3.157)Notamos que neste 
aso o número de átomos do tipo A de
ai a zero de formaalgébri
a.
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í
ios1. Es
reva um programa que 
al
ule o deslo
amento e o deslo
amentoquadráti
o em função do tempo (número de iterações) de uma 
ami-nhada aleatória em uma dimensão espa
ial.1) Gra�que o deslo
amento x(t) para uma 
aminhada.2) Cal
ule o deslo
amento quadráti
o médio em função do tempo fa-zendo uma média em 1000 
aminhadas (diferentes números aleatórios).Gra�que < x2(t) >. Comparar 
om os resultados analíti
os.2. Mostre que a equação (2.22) é um 
aso parti
ular da (3.6).3. Mostre que as probabilidades 
ondi
ionais de um pro
esso de Markovsatisfa
em a equação de Chapman-Kolmogorov:
P (n3|n1) =

∑

n2

P (n3|n2)P (n2|n1) (3.158)4. Mostre que a 
aminhada aleatória de Cau
hy, de�nida pela distribuiçãode Lorentz:
P (x, t) =

t/π

(x2 + t2)
(3.159)e probabilidades 
ondi
ionais

P (x2, t2|x1, t1) =
(t2 − t1)/π

(x2 − x1)2 + (t2 − t1)2
(3.160)é um pro
esso markoviano.5. Considere a 
adeia de Markov de dois estados E1 e E2 
om probabilida-des de transição T (1, 1) = T (2, 2) = p, T (1, 2) = T (2, 1) = q, p+ q = 1e 
ondição ini
ial P0(1) = α, P0(2) = β (α+β = 1). Determinar as pro-babilidades de transição no l-ésimo passo T l(n,m), as probabilidades

Pl(n) e as probabilidades asintóti
as ou esta
ionárias P (n). Interprete�si
amente o sistema e 
ompare-o 
om o exemplo de sistema de doisestados da seção 3.2.3.6. A equação para a evolução temporal das probabilidades no modelo dosEhrenfest é:
Pl+1(n) = q

(

1 − n− 1

N

)

Pl(n− 1) + pPl(n) + q
(

n+ 1

N

)

Pl(n+ 1).(3.161)
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ulas na 
aixa A no instante l é dado por:
〈n〉l =

N
∑

n=0

nPl(n). (3.162)Substituindo esta de�nição na equação da evolução temporal pode-mos obter uma re
orrên
ia para 〈n〉l. Propondo uma solução da forma
〈n〉l = arl+b, e uma 
ondição ini
ial 〈n〉0 = N , 
al
ule os dois primeirosmomentos da distribuição no instante l e a variân
ia.7. Seja

f(x) =
N
∑

n=0

Ψ(n) xn (3.163)uma função geratriz dos autovetores a direita do modelo dos Ehrenfest.Mostrar que
fk(x) = 2−N(1 + x)N−k(1 − x)k (3.164)onde k = −N(λ − 1)/2q parametriza os autovalores λk e autovetores

Ψk(n).8. Mostre que os autovalores de uma matriz de Toeplitz satisfazem a re-lação:
λk =

∑

n

f(n)eikn = F (k) (3.165)onde f(n−m) = T (n,m) de�ne uma matriz de Toeplitz.9. Considere um pro
esso esto
ásti
o de nas
imento-morte linear, equação(3.141), 
om bn = γn e an = βn, sendo β e γ 
onstantes. O pro
essoresultante representa uma primeira aproximação para a evolução donúmero de ba
terias numa população. De�na a função geratriz:
F (z, t) =

∞
∑

n=−∞

zn P (n, t). (3.166)Mostre que a função F satisfaz a seguinte equação a derivadas par
iais:
∂F

∂t
= (z − 1)(βz − γ)

∂F

∂z
. (3.167)
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ial pode ser resolvida pelo método das 
ara
terís-ti
as. Supondo que no instante ini
ial existem exatamente m ba
térias,veri�que que:
F (z, t) =

(

γ(z − 1)e(β−γ)t − βz + γ

β(z − 1)e(β−γ)t − βz + γ

)m (3.168)é solução da equação diferen
ial. Usando expressões para os momentosda distribuição em termos de derivadas da função geratriz, 
al
ule oprimeiro momento e a variân
ia em função do tempo.10. Repita o problema 1 para uma 
aminhada 
om distribuição de Weie-restrass. O que pode 
on
luir da 
omparação de ambas 
aminhadas?



Capítulo 4O Modelo de IsingNeste 
apítulo vamos 
omeçar 
om o estudo de sistemas de partí
ulas eminteração sob a perspe
tiva dos pro
essos esto
ásti
os asso
iados. Um dosmodelos mais universais e importantes, tanto pela diversidade de apli
ações
omo pela relativa simpli
idade que permite obter soluções exatas em muitos
asos é o modelo de Ising.O modelo de Ising pode ser de�nido sobre uma rede hiper
úbi
a em ddimensões espa
iais. Em 
ada vérti
e da rede é de�nida uma variável biná-ria, ou seja a variável dinámi
a relevante pode assumir somente dois valores
σi = {±1} ou {0, 1}. O índi
e i = 1, . . . , N 
orresponde aos N sítios da rede.Um estado do sistema 
orresponde a uma 
on�guração 
ompleta das N va-riáveis de�nidas nos sítios da rede σ = (σ1, σ2, σ3, . . . , σN−1, σN ). A evoluçãotemporal das probabilidades é dada pela equação master:

d

dt
P (σ, t) =

∑

σ′ 6=σ

[W (σ, σ′)P (σ′, t) −W (σ′, σ)P (σ, t)] (4.1)Notamos que dado o 
aráter binário das variáveis σi o sistema tem 2N estadospossíveis, ou 
on�gurações. O próximo passo é determinar a forma das taxasde transição entre os estados W (σ, σ′). Primeiramente vamos nos limitar a
onsiderar uma dinâmi
a na qual a 
ada passo somente um sítio muda deestado. Esta dinâmi
a é 
onhe
ida 
omo single spin �ip dynami
s oudinâmi
a de reversão de um úni
o spin. Para este tipo de dinâmi
a as taxassão dadas por:
W (σ′, σ) =

∑

i

δ(σ′
1, σ1)δ(σ

′
2, σ2) . . . δ(σ

′
i,−σi) . . . δ(σ

′
N , σN)w(σi) (4.2)58
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j , σj) são deltas de Krone
ker e o fator w(σi) é a taxa de inversão doestado do i-ésimo sítio de σi para −σi. Com esta de�nição a equação masterse pode es
rever da seguinte forma:

d

dt
P (σ, t) =

∑

i

[w(−σi)P (Riσ, t) − w(σi)P (σ, t)] (4.3)onde Ri é um operador que inverte o estado do i-ésimo sítio. A evoluçãotemporal da média de uma função de estado f(σ):
< f(σ) >=

∑

σ

f(σ)P (σ, t) (4.4)�
a da forma:
d

dt
< f(σ) >=

N
∑

i=1

< [f(Riσ) − f(σ)]w(σi) > (4.5)Como 
asos parti
ulares importantes analizaremos a evolução temporal damédia de f(σ) = σj :
d

dt
< σj >= −2 < σjw(σj) > (4.6)e da 
orrelação de dois pontos f(σ) = σjσk para j 6= k:

d

dt
< σjσk >= −2 < σjσkw(σj) > −2 < σjσkw(σk) > . (4.7)O modelo de Ising foi ini
ialmente formulado para des
rever a transiçãode fase num material ferromagnéti
o. Nas seções seguintes vamos ver 
omoas taxas w(σi) devem ser espe
i�
adas para 
orresponder ao Hamiltonianode um sistema ferromagnéti
o. Mas desde essa apli
ação ini
ial o modelotem demonstrado ser de utilidade para estudar sistemas tão diversos 
omoligas binârias, sistemas magnéti
os desordenados, �uídos na rede ou gasesde rede, sistemas de redes de neur�nios, o sistema imunológi
o, 
res
imentode estruturas fra
tais 
omo o DLA (di�usion limited aggregation) e redesde genes entre muitas outras apli
ações em diversas áreas das 
iên
ias. A
ara
terísti
a binâria das variáveis do modelo em analogia 
om a forma dearmazenamento de dados num 
omputador fazem dele um modelo perfeitopara simulações 
omputa
ionais de uma grande variedade de sistemas.
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utir o 
omportamente dinâmi
o do modelo de Ising. Podemos de�niruma função energia, ou Hamiltoniano do modelo, da forma:
H = −J

∑

<ij>

σi σj (4.8)onde J é uma 
onstante que representa a magnitude da interação entre asvariáveis de spin σi = ±1. Notamos que a forma da energia 
orrespondea interações de pares de spins. Se J > 0 a interação 
orresponde a um
omportamento ferromagnéti
o e favore
e o alinhamento dos spins vizinhos(a energia diminui neste 
aso) enquanto que se J < 0 a interação é do tipoantiferromagnéti
o e os spins tendem a �
ar antialinhados ou antiparalelos.Este modelo apresenta, para dimensões d ≥ 2, uma transição de fase a uma
erta temperatura 
ríti
a Tc, de uma fase desordenada a temperaturasaltas para uma fase ordenada ou ferromagnéti
a a temperaturas baixas (T <
Tc) quando J > 0 ou para uma fase 
om ordem antiferromagnéti
o quando
J < 0. Em d = 1 o modelo não apresenta transição a temperatura �nitatendo um ponto 
ríti
o a T = 0.A presença de um banho térmi
o 
om o qual o sistema está em 
ontatoinduz uma dinâmi
a esto
ásti
a no mesmo que pode ser analizada 
om asferramentas estudadas até agora. Em parti
ular podemos tentar respondera perguntas 
omo qual é a evolução das probabilidade dos estados fora doequilíbrio?, 
om qué velo
idade o sistema se aproxima do equilíbrio nas fasesde alta e baixa temperatura?, a
onte
e alguma 
oisa de espe
ial na dinâ-mi
a exatamente no ponto 
ríti
o Tc?, 
omo se 
omportam as quantidadestermodinâmi
a em função do tempo? a energia interna, a magnetização, asus
eptibilidade, as 
orrelações?Notamos que o modelo de Ising não possui uma dinâmi
a �natural�, ouseja não temos equações de Hamilton para ele, já que o Hamiltoniano estáde�nido num espaço dis
reto. No entanto a forma do Hamiltoniano e o 
o-nhe
imento da forma das probabilidades esta
ionárias, dadas pela me
âni
aestatísti
a, permitem introduzir regras dinâmi
as razoáveis para levar o sis-tema no 
aminho do equilíbrio termodinâmi
o 
onhe
ido. Uma destas regras,ou �dinâmi
as� mais 
onhe
idas foi introduzida por Glauber [13℄.
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a de Glauber [13℄Como já vimos, uma 
ondição ne
essária para a dinâmi
a de qualquer sistema
onvergir à distribuição de equilíbrio é o balanço detalhado, que no modelode Ising 
orresponde a exigir:
w(−σi)P (Riσ, t) = w(σi)P (σ, t) (4.9)De�nimos o 
ampo lo
al sobre o sítio i:

hi =
∑

j

σj , (4.10)
om a soma extendendo-se a todos os vizinhos 
om os quais o spin i-ésimointerage. Assim, podemos es
rever a energia do modelo na forma:
H = −J

∑

i

σihi. (4.11)Como as probabilidades de equilíbrio debem ser dadas pela distribuição deBoltzmann, a 
ondição de balaço detalhado pode ser es
olhida 
omo:
P (Riσ, t)

P (σ, t)
=

w(σi)

w(−σi)
=

exp (−βJσihi)

exp (βJσihi)
(4.12)onde β = 1/kT . Utilizando a identidade exp±x = cosh x± sinh x obtemos

exp (−βJσihi)

exp (βJσihi)
=

1 − σi tanh (βJhi)

1 + σi tanh (βJhi)
(4.13)Finalmente asumindo que a taxa de inversão de um spin livre seja Γ/2, ataxa de inversão do modelo de Glauber 
orresponde a:

w(σi) =
Γ

2
[1 − σi tanh (βJhi)] (4.14)Esta forma parti
ular das taxas de transição são 
onseqüên
ia do 
aráterbinário das variáveis de spin. No entanto o resultado pode ser generalizadopara qualquer sistema que apresente um 
onjunto de estados dis
retos 
ara
-terizados por energias Ei entre as quais o sistema pode realizar transiçõesque tendam a diminuir a energia. A expressão geral é da forma:

w(Ei → Ej) = Γ
1

1 + exp [β(Ej − Ei)]
(4.15)É fá
il mostrar que para uma energia da forma (4.8) as taxas (4.15) se redu-zem às 
orrespondentes (4.14).
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ampo médioVamos dis
utir nesta seção uma aproximação para a solução da dinâmi
ado modelo de Ising-Glauber 
onhe
ida 
omo aproximação de 
ampo médio.A mesma 
orresponde �si
amente a desprezar ou suprimir �utuações nasvariáveis dinâmi
as ou spins. A partir das equações (4.6) e (4.14) obtemosuma equação para a evolução do valor médio do spin ou magnetização:
1

Γ

d

dt
< σi >= − < σi > + < tanh (βJhi) > (4.16)Esta equação não pode ser resolvida exatamente em dimensão arbitrária. Aaproximação de 
ampo médio equivale a 
onsiderar:

< tanh (βJhi) >→ tanh (βJ < hi >) (4.17)onde 
laramente estamos eliminando as �utuações no valor dos 
ampos lo
ais
hi. Como o sistema apresenta invariân
ia transla
ional podemos es
rever
< σi >= m independentemente do sítio i e a equação diferen
ial para adinâmi
a de m se reduz a:

1

Γ

dm

dt
= −m+ tanh (βJzm) (4.18)onde z é o número de vizinhos de um dado sítio ou número de 
oordenação.Em equilíbrio se deve satisfazer:
m = tanh (βJzm) (4.19)que é a 
onhe
ida equação de Curie-Weiss para a magnetização. Esta equaçãotras
endental apresenta dois tipos de soluções diferentes dependendo do valordo parâmetro βJz que 
orresponde a in
linação da tangente hiperbóli
a naorigem. Se βJz ≤ 1 a solução é uni
a m = 0. Esta região 
orrespondea temperaturas altas e é 
hamada fase desordenada ou paramagnéti
a. Jáse βJz > 1 existem duas soluções 
om m 6= 0. Esta região 
orresponde atemperaturas baixas e é 
hamada fase ordenada ou ferromagnéti
a. Vemosentão que na temperatura 
ríti
a Tc = Jz/kB a
onte
e uma transição de fase.Na realidade análisis melhores que a aproximação de 
ampo médio permitemveri�
ar que o modelo de Ising apresenta uma transição de fase somentepara dimensões d ≥ 2, o modelo unidimensional 
om interações de vizinhos
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ríti
o em Tc = 0. A aproximação de 
ampomédio equivale a 
onsiderar o modelo em dimensões altas.Podemos estudar a dinâmi
a do parâmetro de ordem na vizinhança doponto 
ríti
o fazendo uma expansão em série da tangente hiperbóli
a e trun-
ando a ordem m3 (já que m≪ 1 perto da transição):
1

Γ

dm

dt
= −ǫm− 1

3
m3 (4.20)onde ǫ = (T −Tc)/Tc é uma temperatura reduzida, uma temperatura adimen-sional relativa à temperatura 
ríti
a. Multipli
ando ambos os membros por

m obtemos uma equação diferen
ial para m2:
1

2Γ

dm2

dt
= −ǫm2 − 1

3
m4 (4.21)A solução para ǫ 6= 0 é:

m2(t) =
3ǫ

ce2ǫΓt − 1
(4.22)onde c é uma 
onstante. Para t → ∞ obtemos soluções diferentes depen-dendo do sinal de ǫ. Para ǫ > 0 (T > Tc) m → 0 que 
orresponde a faseparamagnéti
a ou desordenada. Notamos que o de
aimento é exponen
ial
om um tempo 
ara
terísti
o τ ∝ ǫ−1. Se ǫ < 0 (T < Tc) m 6= 0:

meq =
√

3|ǫ| (4.23)Notamos que existem duas soluções simétri
as para m 
om sinais opostos. Amagnetização na vizinhaça da transição se 
omporta 
omomeq ∝ |ǫ|1/2. O ex-poente 1/2 é um dos 
hamados expoentes 
ríti
os, neste 
aso o β que 
ara
te-riza o 
omportamente do parâmetro de ordem perto da transição meq ∝ |ǫ|β.Também notamos que o de
aimento aos valores de equilíbrio, tanto a
ima
omo abaixo da transição são exponen
iais. Exatamente no ponto 
ríti
o
ǫ = 0 e a equação dinâmi
a se reduz a:

1

Γ

dm

dt
= −1

3
m3 (4.24)
uja solução é:

m(t) =

√
3√

2Γt+ c
(4.25)Neste 
aso o de
aimento deixa de ser exponen
ial para ser algébri
o.
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a do modelo de Ising em uma dimensãoespa
ial [14℄. Este 
aso é exatamente solúvel já que as equações dinâmi
assão lineares. No entanto a físi
a do sistema é altamente não trivial sendo umex
elente exemplo para estudar a dinâmi
a fora do equilíbrio de um modeloferromagnéti
o. Já 
omentamos antes que em uma dimensão o modelo deIsing só apresenta um ponto 
ríti
o em T = 0. Em d = 1 a taxa de transição(4.14) se pode es
rever na forma:
w(σi) =

Γ

2
{1 − σi tanh [βJ(σi−1 + σi+1)]} (4.26)Fazendo uso da identidade

tanh [βJ(σi−1 + σi+1)] =
1

2
(σi−1 + σi+1) tanh 2βJ (4.27)rees
revemos a taxa na forma:

w(σi) =
1

2
[1 − 1

2
γσi(σi−1 + σi+1)] (4.28)onde �xamos Γ = 1 e de�nimos

γ = tanh 2βJ =
1

cosh µ
, µ = − ln tanh βJ. (4.29)Estes parâmetros estão rela
ionados 
om o tempo de relaxação e o 
ompri-mento de 
orrelação de equilíbrio [15℄ na forma:

τeq =
1

1 − γ
ξeq =

1

µ
(4.30)que divergem exponen
ialmente ao se aproximar da temperatura 
ríti
a:

τeq ≈
exp 4βJ

2
ξeq ≈

exp 2βJ

2
(4.31)Conseqüentemente observamos o seguinte 
omportamento de es
ala:

τeq ≈ 2ξ2
eq (4.32)A forma desta lei de es
ala revela o 
omportamento difusivo do sistema atemperaturas baixas. O expoente z = 2 é outro exemplo de expoente 
ríti
o,neste 
aso o expoente que rela
iona o tempo de relaxação 
om o 
omprimentode 
orrelação de equilíbrio τeq ∝ ξz

eq. O expoente z é 
onhe
ido 
omo expoentedinâmi
o e da informação da velo
idade de relaxação do sistema ao equilíbrio.
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ial para a evolução da magnetização lo
al (4.16) �
a agorada forma:
d

dt
< σi >= − < σi > +

γ

2
(< σi−1 > + < σi+1 >) (4.33)Agora está 
laro o 
aráter linear da equação dinâmi
a o que permite uma so-lução exata da mesma. O mesmo a
onte
e 
om momentos de ordem superior.Para resolver a equação diferen
ial vamos utilizar as té
ni
a de transformadasde Fourier, Lapla
e e Fourier-Lapla
e de�nidas a seguir:

• Transformada temporal de Lapla
e
fL

n (z) =
∫ ∞

0
fn(t)e−ztdt fn(t) =

∫

dz

2πi
fL

n (z)ezt (4.34)
• Transformada espa
ial dis
reta de Fourier

fF (q, t) =
∑

n

fn(t)e−inq fn(t) =
∫ 2π

0

dq

2π
fF (q, t)einq (4.35)

• Transformada de Fourier-Lapla
e
fFL(q, z) =

∑

n

∫ ∞

0
fn(t)e−(zt+inq)dt fn(t) =

∫

dz

2πi

∫ 2π

0

dq

2π
fFL(q, z)ezt+inq(4.36)Chamando < σn >= mn(t) e utilizando estas transformadas, a equação paraa magnetização se pode es
rever 
omo:

dmF (q, t)

dt
= (γ cos q − 1)mF (q, t) (4.37)ou

zmFL(q, z) = (γ cos q − 1)mFL(q, z) +mF (q, t = 0) (4.38)então
mFL(q, z) =

mF (q, t = 0)

z + 1 − γ cos q
(4.39)Vamos obter agora a função de Green do problema 
orrespondente a uma
ondição ini
ial 
om o spin na origem apontando para 
ima σ0 = 1 e os
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ompletamente aleatórias. A solução então satisfaz
mn(0) = Gn(t = 0) = δ(n, 0) de forma que GF (q, t = 0) = 1. Assim aequação (4.39) �
a da forma:

GFL(q, z) =
1

z + 1 − γ cos q
(4.40)Antitranformando Lapla
e:

GF (q, t) = e(γ cos q−1)t (4.41)e antitransformando Fourier:
Gn(t) = e−t

∫ 2π

0

dq

2π
eγt cos q+inq = e−tIn(γt) (4.42)onde In é uma função de Bessel modi�
ada. Agora, invertendo a equação(4.39) obtemos a solução geral para a magnetização em função do tempo
omo uma 
onvolução no espaço:

mn(t) = mn(t = 0) ∗Gn(t) =
∑

m

mm(t = 0)Gn−m(t) (4.43)Em parti
ular se o sistema está ini
ialmente magnetizado de forma homogê-nea mn(t = 0) = m0 ∀n a relaxação é exponen
ial:
mn(t) = m0

∑

n

Gn(t) = m0G
F (q = 0, t) = m0e

−t/τeq (4.44)
om τeq dado por (4.30). Notamos que o tempo de relaxação diverge quando
T → 0. A seguir vamos 
onsiderar o 
omportamento para tempos e distân
iasgrandes tais que se satisfaz:

t ∼ τeq ≫ 1 n ∼ ξeq ≫ 1 (4.45)
om a ração entre estas grandezas um número �nito arbitrário. Neste regimea lei de es
ala (4.32) impli
a:
t ∼ τeq ∼ n2 ∼ ξ2

eq ≫ 1 (4.46)Como 
onseqüên
ia z ≈ q2 ≈ µ2 são pequenas e a equação (4.40) se simpli�
ana forma:
GFL(q, z) ≈ 2

2z + q2 + µ2
(4.47)
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Gn(t) ≈ 1√

2πt
exp

(

− t

τeq
− n2

2t

) (4.48)que é a aproximação ao 
omportamento de es
ala da função de Green (4.42).Notamos que as variáveis relevantes neste regime são t/τeq e n/√t, o queestá de a
ordo 
om (4.46). Notamos que a T = 0 o primeiro termo daexponen
ial se anula e o pro
esso de relaxação não atinge jamais o equilíbriose 
omportando 
omo um pro
esso difusivo auto-similar 
omo se observa davariável de es
ala n/√t.4.3.2 Correlações a tempos iguaisVamos analizar a seguir as 
orrelações de dois pontos a tempos iguais de�-nidas na forma:
C(i, j, t) =< σi(t)σj(t) > (4.49)Como assumimos invariân
ia por translações espa
iais podemos es
rever:

C(i, j, t) = Cj−i(t). (4.50)Vamos então resolver as equações dinâmi
as dadas por (4.7) assumindo uma
ondição ini
ial 
ompletamente aleatória, o que equivale a estudar um resfria-mento rápido desde um estado de temperatura in�nita. A equação diferen
ial�
a da forma:
dCn(t)

dt
= −2Cn(t) + γ(Cn−1(t) + Cn+1(t)), n 6= 0 (4.51)
om a 
ondição ini
ial Cn(0) = δn,0 e C0(t) = 1. Para poder resolver aequação pela té
ni
a das transformadas vamos 
ompletar o 
onjunto 
om o
aso n = 0 somando um termo da forma v(t)δn,0 onde v(t) é uma função adeterminar 
om a 
ondição C0(t) = 1, ou seja,
dCn(t)

dt
= −2Cn(t) + γ(Cn−1(t) + Cn+1(t)) + v(t)δn,0 (4.52)Transformando Fourier-Lapla
e:

zCFL(q, z) = 2(γ cos q − 1)CFL(q, z) + vL(z) + 1 (4.53)
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CFL(q, z) =

vL(z) + 1

z + 2 − 2γ cos q
(4.54)A 
ondição C0(t) = 1 transformada Lapla
e equivale a:

CL
0 (z) =

1

z
=
∫ 2π

0

dq

2π
CFL(q, z) =

vL(z) + 1
√

(z + 2)2 − 4γ2
(4.55)e então

vL(z) =

√

(z + 2)2 − 4γ2

z
− 1. (4.56)Com este resultado obtemos

CFL(q, z) =

√

(z + 2)2 − 4γ2

z(z + 2 − 2γ cos q)
(4.57)e anti-transformando Fourier,

CL
n (z) =

1

z





z + 2 −
√

(z + 2)2 − 4γ2

2γ





|n|

. (4.58)Correlações de equilíbrioA solução de equilíbrio para qualquer temperatura �nita se pode obter
onsiderando um tempo su�
ientemente grande t≫ τeq que equivale o tomaro limite limz→0 zC
L
n (z) obtendo:

Cn,eq =

(

1 −√
1 − γ2

γ

)|n|

= e−µ|n| = e−|n|/ξeq (4.59)que é um resultado 
onhe
ido da solução de equilíbrio do modelo [15℄. A qual-quer temperatura �nita as 
orrelações espa
iais de
aem exponen
ialmente
om uma distân
ia 
ara
terísti
a, ou 
omprimento de 
orrelação: ξeq.Aproximação ao equilíbrio, temperaturas baixas, tempos longos
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orrelação es
ala 
omo:
CFL(q, z) ≃ 2

√
z + µ2

z(z + q2 + µ2)
(4.60)Antitransformando outra vez:

CL
n (z) ≃ e−|n|

√
z+µ2

z
(4.61)Uma última transformada inversa [14℄ nos permite obter a expressão das
orrelações neste regime dinâmi
o:

Cn(t) ≃ 1

2

{

eµ|n|erfc

(

|n|
2
√
t

+ µ
√
t

)

+ e−µ|n|erfc

(

|n|
2
√
t
− µ

√
t

)} (4.62)onde a função erro é de�nida por
erf(x) =

2√
π

∫ x

0
e−x2

dx (4.63)e a função erro 
omplementar
erfc(x) = 1 − erf(x) =

2√
π

∫ ∞

x
e−x2

dx (4.64)Do último resultado podemos obter 
omportamentos interessantes em di-versas aproximações. Por exemplo a T = 0 no regime de 
res
imento dedomínios (1 ≪ t≪ τeq), µ = 0 e a 
orrelação se simpli�
a para:
Cn(t) ≃ erfc

(

|n|
2
√
t

) (4.65)onde observamos uma estrutura auto semelhante dos domínios na variável dees
ala n/√t.Finalmente vamos analizar a sus
eptibilidade magnéti
a de�nida por:
χ(t) =

∑

n

Cn(t) = CF (q = 0, t) (4.66)
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χL(z) =

1

z

√

z + 2 + 2γ

z + 2 − 2γ
(4.67)Fazendo o limite limz→0 zχ

L(z) obtemos a sus
eptibilidade de equilíbrio:
χeq =

√

1 + γ

1 − γ
= coth

µ

2
=
γ + 1 −√

1 − γ2

γ − 1 +
√

1 − γ2
= e2βJ (4.68)Vemos que a sus
eptibilidade de equilíbrio diverge em Tc = 0 indi
ando apresença da transição de fase.



Capítulo 5Movimento Browniano II: aequação de Langevin
5.1 Caminhada aleatória nas velo
idades: a equa-ção de LangevinNa des
rição do movimento browniano feito até agora as variáveis relevantesutilizadas foram as 
oordenadas da partí
ula. Para ter uma des
rição maispróxima do que seria uma formulação newtoniana teriamos que in
luir asmudanças nos momentos ou velo
idades devidas as 
olisões entre a partí
ulabrowniana e as partí
ulas do �uido no qual está imersa. Em 1908 P. Langevinpropós uma des
rição alternativa do movimento browniano, mais próximadas equações de Newton. A partir das observações do movimento brownianode partí
ulas suspensas na superfí
ie de �uidos era evidente que a partí
ularealizaba uma espé
ie de movimento erráti
o muito rápido, sem uma direçãode�nida, provavelmente 
onseqüên
ia das 
olisões das partí
ulas do �uido
om a partí
ula browniana. No entanto observando numa es
ala de tempomaior a partí
ula sofria um �arraste� produzido pela vis
osidade do �uido.Langevin propós uma equação de Newton fenomenológi
a para a partí
ula,da forma:

m
dv

dt
= − v

B
+ F (t) (5.1)onde o primeiro termo 
orresponde a uma força devida a vis
osidade domeio, sendo B a mobilidade e F (t) uma força aleatória devida as 
ontinuas
olisões das partí
ulas do meio 
om a partí
ula browniana. Duas suposições71
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olisões é nula:
〈F (t)〉 = 0 (5.2)2. As 
olisões su
essivas são independentes, estão des
orrela
ionadas, oque é expressado matemáti
amente da forma:

〈F (t)F (t′)〉 = Cδ(t− t′). (5.3)A média é um promedio temporal, C é uma 
onstante que mede a intensidadedo ruído esto
ásti
o. Da primeira 
ondição 
on
luimos que a força médiaexer
ida sobre a partí
ula 
orresponde a força vis
osa. A segunda 
ondiçãoimpli
a que a partí
ula não guarda memória das su
essivas 
olisões.Dividindo (5.1) por m a equação de Langevin se es
reve:
dv

dt
= −γv + η(t) (5.4)onde γ = 1/(mB) é o 
oe�
iente de atrito e η(t) = F (t)/m é um ruídoesto
ásti
o bran
o. Esta variável esto
ásti
a, o ruído bran
o, por ser des
or-rela
ionado tem uma distribuição gaussiana. Mais adiante veremos que se
hama �bran
o� porque seu espe
tro de freqüên
ias 
ontêm todas as freqüên-
ias possíveis por igual. Ele possui as propriedades:

< η(t) > = 0

< η(t)η(t′) > = Γδ(t− t′) (5.5)onde Γ = C/m2. Podemos notar então que, por 
ausa do termo de ruídoesto
ásti
o, a equação de Langevin é um exemplo das 
hamadas equaçõesdiferen
iais esto
ásti
as. O termo de ruído por ser des
orrela
ionado variade forma des
ontinua 
om o tempo e então a variação temporal da posição(ou velo
idade) da partí
ula browniana não é suave, em geral as funçõesnão são diferen
iáveis. Isto exige um 
ál
ulo espe
ial para tratar 
om estasequações. A evolução temporal obede
ida pelo pro
esso esto
ásti
o no mo-vimento browniano, ou mais geralmente na equação de Langevin, se 
hamapro
esso de Wiener. O pro
esso de Wiener está rela
ionado ao ruído η(t) naforma [16℄:
W (t) =

∫ t

0
η(t′) dt′. (5.6)
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esso de Wiener que são 
onseqüên-
ia da sua de�nição são:1. 〈W (t)〉 = 0.2. 〈W (t)W (t′)〉 = Γ min(t, t′).3. W (t) é um pro
esso esto
ásti
o markoviano e gaussiano. O 
aráter mar-koviano segue por ser uma soma (integral) de pro
essos markovianos,e a distribuição gaussiana segue também da de�nição e do TeoremaCentral do Limite. Como 
onseqüên
ia, além de ter média nula suavariân
ia resulta σ2 = Γ t.4. Chamando W (t0) = w0, das propriedades anteriores segue que a distri-buição do in
remento de Wiener
W (t) − w0 =

∫ t

t0
η(t′) dt′ (5.7)é gaussiana:

P (w − w0, t− t0) =
1

√

2π(t− t0)
exp

[

−(w − w0)
2

2Γ(t− t0)

]

, (5.8)e também pode ser 
onsiderada uma probabilidade 
ondi
ional ou pro-babilidade de transição P (w, t|w0, t0). Por tanto a largura da dis-tribuição do in
remento de Wiener ∆W = W (t + ∆t) − W (t) será
σ2

∆W = Γ ∆t.Estas propriedades fazem 
om que o pro
esso de Wiener tenha 
ara
terísti
asmatemáti
as singulares. Por exemplo, sua derivada temporal diverge:
dW

dt
= lim

∆t→0

∆W (∆t)

∆t
≃ lim

∆t→0

√
∆t

∆t
→ ∞ (5.9)Isto re�ete o fato de que um pro
esso esto
ásti
o não pode ser 
onsiderado
omo uma função usual. Wiener formalizou as té
ni
as de 
ál
ulo que per-mitem de�nir 
orretamente as propriedades matemáti
as destes pro
essosesto
ásti
os. Para uma introdução aos pro
essos de Wiener se pode ver[9, 17, 16℄. Também �zeram importantes 
ontribuições ao formalismo domovimento browniano Stratonovit
h, Ito, Ornstein e Uhlembe
k, Langevin,Einstein e Perrin, dentre outros [18℄ .
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revemos v(t) = u(t)e−γt 
om
u(t) uma função a ser determinada. Substituindo em (5.4) obtemos que udeve satisfa
er a equação:

du

dt
= eγtη(t) (5.10)
uja solução é:

u = u0 +
∫ t

0
eγt′η(t′)dt′ (5.11)e por tanto:

v(t) = v0e
−γt +

∫ t

0
e−γ(t−t′)η(t′)dt′ (5.12)
om 
ondição ini
ial v(t = 0) = u(t = 0) = u0 = v0. Notamos que estaé uma equação determinista e vale para qualquer realização parti
ular doruído. No entanto, pela dis
ussão a
ima, a forma mais 
orreta de interpretarestes resultados é em forma probabilisti
a. Vamos utilizar as propriedadesdo ruído (5.5) para obter a velo
idade média e a velo
idade quadráti
a média(v.q.m.) da partí
ula, que são grandezas bem de�nidas a partir das proprie-dades estatísti
as do ruído:

< v >= v0e
−γt (5.13)Vemos que a velo
idade média de
ai a zero exponen
ialmente rápido numtempo 
ara
terísti
o τ = 1/γ. τ é o tempo de relaxação. Este resultado é
onseqüên
ia da vis
osidade ou em geral da presen�a de forças dissipativas.Para 
al
ular a v.q.m. usamos os resultados (5.12) e (5.13) para obter:

(v− < v >)2 = e−2γt
∫ t

0

∫ t

0
η(t′)η(t′′)eγ(t′+t′′)dt′dt′′ (5.14)Usando agora (5.5)

〈

(v− < v >)2
〉

= e−2γt
∫ t

0
Γe2γt′dt′ (5.15)Resolvendo a integral obtemos �nalmente a variân
ia da velo
idade:

< v2 > − < v >2=
Γ

2γ

(

1 − e−2γt
)

. (5.16)Vemos que ao 
ontrário da velo
idade média, a variân
ia não se anula atempos longos e se aproxima exponen
ialmente a:
< v2 >=

Γ

2γ
(5.17)
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inéti
a dos gases sabemos que, para um sistema 
lássi
o em equi-líbrio, vale o prin
ípio de equipartição da energia, que para 
ada grau deliberdade equivale a:
1

2
m < v2 >=

1

2
kBT (5.18)onde kB é a 
onstante de Boltzmann e T a temperatura absoluta. Compa-rando os dois últimos resultados obtemos

Γ =
2γkBT

m
(5.19)que é 
onhe
ida 
omo relação de Einstein ou relação de �utuação-dissipaçãojá que prediz uma relação entre a intensidade das �utuações 
ontidas em Γ
om a intensidade da dissipação, 
ontida em γ, quando o sistema se en
ontraem equilíbrio 
om o um banho térmi
o à temperatura T .5.1.1 De volta as 
oordenadas: o deslo
amento quadrá-ti
o médioPara obter o d.q.m. da partí
ula integramos a velo
idade

x = x0 +
∫ t

0
v(t′)dt′ (5.20)e fazendo uso de (5.12):

x = x0 + v0

∫ t

0
e−γt′dt′ +

∫ t

0
e−γt′

∫ t′

0
η(t′′)eγt′′dt′′dt′ (5.21)Integrando o segundo termo e invertendo a ordem das integrais do ter
eiroobtemos

x = x0 + v0
1

γ
(1 − e−γt) +

∫ t

0
η(t′′)eγt′′

∫ t

t′′
e−γt′dt′dt′′ (5.22)Integrando em t′ obtemos

x = x0 + v0
1

γ
(1 − e−γt) +

1

γ

∫ t

0
η(t′′)(1 − eγ(t′′−t))dt′′ (5.23)Até aqui o resultado é válido para qualquer seqüên
ia do ruído η(t). Usandoas propriedades (5.5) obtemos o deslo
amento médio da partí
ula:

< x(t) >= x0 + v0
1

γ
(1 − e−γt) (5.24)
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ondiçõesini
iais, ou mais exatamente da evolução em tempos t≪ 1/γ. De fato nestaes
ala de tempos a velo
idade média é < v >≈ v0 (ver 5.13) e a partí
ula se
omporta 
omo uma partí
ula livre.Para 
al
ular o deslo
amento quadráti
o médio (d.q.m) pro
edemos 
omono 
aso das velo
idades:
x− < x >=

1

γ

∫ t

0
η(t′′)(1 − eγ(t′′−t))dt′′ (5.25)Elevando ao quadrado esta expressão e usando (5.5) obtemos:

〈

(x− < x >)2
〉

=
Γ

γ2

∫ t

0

(

1 − eγ(t′−t)
)2
dt′ (5.26)Fazendo a integral obtemos �nalmente:

< x2 > − < x >2=
Γ

γ2

{

t− 2

γ
(1 − e−γt) +

1

2γ
(1 − e−2γt)

} (5.27)Para tempos muito grandes esta expressão é dominada pelo termo linear em
t e se obtém o 
onhe
ido resultado:

< x2 > − < x >2≈ Dt (5.28)ondeD = Γ
γ2 é a 
onstante de difusão. Este último resultado põe em evidên
iaa relação entre o movimento browniano de uma partí
ula e uma 
aminhadaaleatória. A físi
a por trás dos dois pro
essos é essen
ialmente a mesma. Noentanto, vemos que no formalismo de Langevin este resultado sai essen
ial-mente das equações de Newton, assumindo a presença de uma força efetivade 
aráter esto
ásti
o. Utilizando a relação (5.19) obtemos que, quando apartí
ula entra em equilíbrio 
om o meio:

D =
2kBT

γm
(5.29)que é outra forma da relação de �utuação-dissipação vista antes. No seutrabalho sobre o movimento browniano, Einstein prop�s uma expressão paramedir o número de Avogadro. Se a partí
ula browniana for esféri
a, a forçade vis
osidade obede
e a lei de Stokes e a mobilidade é igual a B = 1/6πηaonde η é o 
oe�
iente de vis
osidade do �uido e a o raio da partí
ula. Neste
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aso, usando as relações anteriores temos que a 
onstante de difusão de umapartí
ula esféri
a é dada por D = kBT/3πηa. A 
onstante de Boltzmann édada por kB = R/N , sendo R a 
onstante universal dos gases e N o númerode Avogadro. Supondo R 
onhe
ida, e 
omo D, T , η e a são a
essíveis expe-rimentalmente, a partir das relações anteriores é possível estimar o númerode Avogadro. Em 1908, três anos após o paper de Einstein, Perrin realizouuma série de experimentos detalhados e obteve N ≈ 6.85 1023mol−1, dandouma evidên
ia de�nitiva da existên
ia dos átomos e molé
ulas, 
oisa que atéentão 
ontinuava a ser debatida. O valor atualmente a
eito para o número deAvogadro é N ≈ 6.02 1023mol−1. Por este trabalho Perrin ganhou o premioNobel em 1926 [18℄.5.1.2 Balanço energéti
oSe multipli
amos (5.1) por v obtemos:
m

2

d

dt
v2 = −v

2

B
+ vF (5.30)ou

d

dt

(

m

2
v2
)

+ vFat = vF (5.31)onde Fat = v/B é a força de atrito ou vis
osa. Tomando a média:
dK

dt
+ Pdis = P (5.32)sendo K a energia 
inéti
a, Pdis a potên
ia dissipada e P a potên
ia trans-ferida para a partí
ula. Vemos que existe um balanço entre a variação daenergia 
inéti
a e as potên
ias transferida para e dissipada pela partí
ula.Usando o valor já 
al
ulado do desvio quadráti
o médio da velo
idade pode-mos 
al
ular expli
itamente o lado esquerdo da (5.32) e obtemos:

P =
mΓ

2
=
kBT

mB
(5.33)o que indi
a que a potên
ia transferida para a partí
ula é independente dotempo. Ainda podemos notar que em geral a variação de energia 
inéti
apode ser positiva, negativa ou nula dependendo da relação entre a K ini
ial ea de equilíbrio kBT/2. No entanto no regime esta
ionário a energia 
inéti
a é
onstante e então a potên
ia transferida deve ser igual a potên
ia dissipada.
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orrelaçãoPara um intervalo de tempo dado a seqüên
ia de valores das variáveis ale-atórias {η(t)}, {x(t)} e {v(t)} representa um pro
esso esto
ásti
o. Uma
ara
terísti
a importante de um pro
esso esto
ásti
o é o grau de 
orrelaçãoestatísti
a entre valores das variáveis em diferentes instantes ao longo dopro
esso. Para uma variável genéri
a u(t) de�nimos a função de auto
or-relação de dois tempos:
C(t, t′) =< u(t)u(t′) > (5.34)Algumas propriedades importantes são:

• Se o pro
esso esto
ásti
o é esta
ionário, o que quer dizer que as suaspropriedades estatísti
as não variam 
om o tempo, a auto
orrelação de-pende só da diferença dos dois tempos C(t′+s, t′) = C(s), independentede t′.
• A auto
orrelação a tempos iguais C(t, t) = C(s = 0) que é igual ao valorquadráti
o médio da variável u, é uma quantidade positiva de�nida. Emparti
ular para um pro
esso esta
ionário é uma 
onstante independentede t: C(0) = const > 0.
• Se pode provar [19℄ que para qualquer valor de s, C(s) ≤ C(0).
• Se pode provar [19℄ que a auto
orrelação é simétri
a respeito de s:
C(s) = C(−s) = C(|s|)As funções de (auto)-
orrelação o
upam um papel fundamental tanto name
âni
a estatísti
a quanto em geral na teoria de pro
essos esto
ásti
os.Elas permitem obter informação importante sobre as mudanças na evolu-ção temporal de um sistema físi
o qualquer. As fuções de 
orrelação sãouma das quantidades fundamentais na formulação do Teorema de Flutuação-Dissipação, que veremos mais adiante.5.3 Análise espe
tral de um pro
esso esto
ás-ti
o: o teorema de Wiener-Kint
hineUma forma muito 
omum de analizar a estrutura temporal de um pro
essodependente do tempo 
onsiste em des
rever as possíveis freqüên
ias que po-
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essos que embora possam apresentar a mesmamédia e desvio quadráti
o, sejam no entanto qualitativamente diferentes nasua estrutura temporal. Em sistemas lineares a té
ni
a de análise do espe
-tro de freqüên
ias é 
onhe
ido 
omo análise de Fourier. Vamos 
onsiderarpro
essos esta
ionários nos quais a variável relevante u(t) apresenta um des-vío quadráti
o médio independente do tempo. É o 
aso, por exemplo, davelo
idade de uma partí
ula browniana após equilibrar 
om o méio que a ro-deia. Neste 
aso a variável é 
hamada estatisti
amente esta
ionária. Não é o
aso da posição da partí
ula browniana livre, já que o d.q.m. desta aumenta
ontinuamente propor
ionalmente ao tempo 
omo já vimos.Então 
onsideremos o pro
esso esta
ionário {u(t)} durante um intervalode tempo 0 ≤ t ≤ T . Podemos desenvolver a função u(t) em uma série deFourier da forma:
u(t) =

∞
∑

n=−∞

ane
iwnt (5.35)onde as freqüên
ias são:

wn =
2πn

T
(5.36)
orrespondentes a um período T . A função u(t) é 
onsiderada real, e então,

an = a′n + ia′′n a−n = a∗n = a′n − ia′′n. (5.37)Os 
oe�
ientes de Fourier são dados por:
an =

1

T

∫ T

0
u(t)e−iwntdt (5.38)Se a função u(t) fosse perfeitamente periódi
a os 
oe�
ientes an seriam núme-ros bem de�nidos e de�niriam sem in
erteza nenhuma o espe
tro de freqüên-
ias de u(t). No entanto 
omo u(t) é uma variável aleatória os 
oe�
ientes antambém o serão. Neste 
aso se pode pensar que o intervalo de periodi
idadeda função é in�nito. De�nimos então:

a0 = lim
T→∞

1

T

∫ T

0
u(t)dt, (5.39)onde a0 é igual a média temporal da variável u. Vamos assumir no seguinteque a0 = 0 ou, de forma mais geral, que na variável u já foi substraida a
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a que, para todo T , < an >= 0. O quadrado médiodos 
oe�
ientes de Fourier é de�nido por:
< |an|2 >=< |a′n|2 > + < |a′′n|2 > (5.40)Se forem �ltradas as freqüên
ias de forma a deixar passar uma banda delargura ∆ω se de�ne a intensidade média da banda 
omo:

I(ω)∆ω =
∑

wn∈∆ω

< |an|2 > (5.41)O número de modos na banda de largura∆ω é ∆ω/(ωn+1−ωn) = ∆ω/(2π/T ) =
T
2π

∆ω. Assumindo que temos um 
ontinuo de freqüên
ias, passamos ao 
on-tinuo e de�nimos o espe
tro de potên
ia do pro
esso u(t) 
omo:
I(ω) = lim

T→∞

T

2π
< |an|2 > (5.42)Existe uma relação importante entre o espe
tro de potên
ias de um pro
essoesto
ásti
o e a função de auto
orrelação do pro
esso. Esta relação se 
onhe
e
omo Teorema de Wiener-Kint
hine:Teorema 1 Dado um pro
esso esta
ionário u(t) se veri�
a que:

Iu(ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
Cu(t)e

−iwtdt (5.43)DemonstraçãoDe (5.38) temos que:
< |an|2 >=

1

T 2

∫ T

0
dt1

∫ T

0
dt2 < u(t1)u(t2) > exp[−iwn(t1 − t2)] (5.44)Como o integrando depende só da diferença t1 − t2 para resolver a duplaintegral é 
onveniente fazer um 
ambio de variáveis e integrar em duas etapas:para t1 > t2 integramos na nova variável t = t1 − t2 e em t2. A integral em

t2 tem por limites 0 e T − t, do que resulta:
∫ T

0
(T − t)C(t)e−iwnt (5.45)Na região t1 < t2 obtemos

∫ T

0
(T − t)C(−t)eiwnt (5.46)
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onvergentes obtemos:
I(ω) =

1

2π

[∫ ∞

0
C(t)e−iwtdt+

∫ ∞

0
C(−t)eiwtdt

] (5.47)Finalmente 
onvertendo a última integral a uma no intervalo (−∞, 0) obte-mos (5.43).O teorema de Wiener-Kint
hine nos diz que se 
onhe
emos o espe
tro depotên
ia de um pro
esso esto
ásti
o 
onhe
emos a função de 
orrelação, evi
eversa. Antitransformando Fourier obtemos:
C(t) =

∫ ∞

−∞
I(w)eiwtdw (5.48)Este é um resultado muito poderoso para o 
ál
ulo de propriedades dinâmi
asde pro
essos esto
ásti
os esta
ionários. Vamos ver alguns exemplos:

• Suponhamos que temos um pro
esso 
uja variável u(t) é muito irregu-lar, de forma que a evolução dela é prati
amente impreditível. Neste
aso as 
orrelações de
airão imediatamente e podemos supor que no
aso extremo:
C(t) = Γδ(t) (5.49)É o 
aso do ruído esto
ásti
o 
onsiderado na equação de Langevin (5.4).Para o espe
tro de potên
ias obtemos

I(ω) =
Γ

2π
= cte (5.50)A intensidade é independente da freqüên
ia. Um espe
tro de potên
ia
om esta 
ara
terísti
a se 
hama �ruido bran
o�. No entanto na práti
aum espe
tro estritamente bran
o é ina
eitável já que o valor ini
ial dafunção de 
orrelação diverge C(0) = ∞. Em lugar deste 
omporta-mento extremo na práti
a C(t) será uma função 
on
entrada em tornoda origem mas que de�nirá uma banda de freqüên
ias permitidas. Porexemplo se

C(t) = C(0)
sin(at)

at
, (a > 0) (5.51)obtemos

I(ω) =
2π

a
C(0) se w < a/2π (5.52)

= 0 se w > a/2π (5.53)No limite a→ ∞ re
uperamos o 
aso ideal da delta na origem.
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• O 
aso 
ontrario ao anterior no qual temos um pro
esso muito regular,ou seja, preditível, a função de 
orrelação irá se extender para valoresgrandes de t e o espe
tro de freqüên
ias estará 
ara
terizado por umasérie de pi
os nos valores de algumas pou
as freqüên
ias 
ara
terísti
as.O 
aso mais simples é o de um espe
tro 
om uma freqüên
ia só, ou�mono
romáti
o�. Neste 
aso a 
orrelação será do tipo:

C(t) = C(0) cos (w0t) (5.54)e o espe
tro será:
I(ω) = C(0)δ(ω − ω0) (5.55)

• Consideremos a equação de Langevin bási
a (5.4). Podemos resolvera equação fazendo uma análise de Fourier. Desenvolvamos o ruído emsérie de Fourier:
η(t) =

∞
∑

n=−∞

ηne
iwnt (5.56)e também a velo
idade:

v(t) =
∞
∑

n=−∞

vne
iwnt (5.57)Substituindo na equação diferen
ial transformamos ela numa equaçãoalgébri
a:

vn =
1

iwn + γ
ηn (5.58)de forma que o espe
tro de potên
ias da velo
idade �
a (ver 5.42):

Iv(ω) =
1

|iwn + γ|2 Iη(ω) (5.59)Como η(t) é um ruído bran
o Iη(ω) = Γ/(2π) e então:
Cv(t) =

Γ

2π

∫ ∞

−∞

eiwtdw

w2 + γ2
(5.60)Resolvendo a integral pelo teorema dos resíduos obtemos:

C(τ) =< v(t)v(t+ τ) >=
Γ

2γ
e−γτ . (5.61)
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orrelação de dois tempos da velo
idade de umapartí
ula browniana livre de
ai exponen
ialmente 
om o tempo. Desteresultado podemos obter 
omo 
aso parti
ular quando τ = 0 o desvíoquadráti
o médio da velo
idade:
C(0) =< v(t)2 >=

Γ

2γ
(5.62)que 
oin
ide 
om o resultado (5.17) obtido da solução direta da equaçãode Langevin. É importante notar que embora este 
aso simples da
aminhada aleatória livre possa ser resolvido de diversas formas, istonão será assim para um sistema mais geral e então será nestes 
asosonde o resultado do teorema de Wiener- Kint
hin é de grande utilidade.Finalmente, é importante notar que a análise de Fourier é uma ferramentapoderosa para o estudo de sistemas lineares no regime esta
ionário.No entanto deveremos aplear para outros métodos no 
aso de sistemas não-lineares ou pro
essos não esta
ionários.5.4 Conjunto de equações de Langevin a
opla-dasEm um sistema formado por um número grande de graus de liberdade, 
omopor exemplo o 
onjunto de variáveis mi
ros
ópi
as de um sistema de muitos
orpos, a dinâmi
a do mesmo pode ser des
rita pelo 
onjunto de equações deLangevin:

d φi

d t
= fi(φ1, φ2, . . . , φN) + ξi(t) (5.63)
om i = 1, 2, . . . , N e as variáveis do ruído bran
o obede
endo as seguintespropriedades:
〈ξi(t)〉 = 0 (5.64)

〈ξi(t)ξj(t′)〉 = Γijδ(t− t′),onde Γij são 
onstantes.Um exemplo simples é dado por uma partí
ula que se move ao longo doeixo x realizando um movimento browniano e sujeita a uma força externa
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a. As equações de Langevin que des
revem o movimento serão:
d x

d t
= v

d v

d t
= −γv − ω2x+ η(t) (5.65)onde ω2 = k/m e k é a 
onstante elásti
a. Podemos identi�
ar x1 = x,

f1(x, v) = v, x2 = v e f2(x, v) = −γv − ω2x. Fixando Γ11 = Γ12 = Γ21 = 0 e
Γ22 = Γ, podemos notar que as equações anteriores se ajustam à forma (5.63)
om N = 2. Casos muito 
omuns são dados quando queremos des
revera dinâmi
a de relaxação dos spins em sistemas magnéti
os ou de variáveisdinâmi
as mi
ros
ópi
as em sistemas em 
ontato 
om um banho térmi
o.5.5 Equações de Langevin Markovianas e Não-MarkovianasO 
aráter Markoviano no 
ontexto da equação de Langevin faz referên
ia aofato de que o atrito ao tempo t é propor
ional à velo
idade no mesmo instantee que o ruído é bran
o ou suas 
orrelações são dadas por uma função Delta.Muitos problemas reais não têm este 
aráter Markoviano: a força de atritoque atua no tempo t pode depender da historia da velo
idade v(t) em temposanteriores a t. Ou seja, o atrito pode ter �memória�. Neste 
aso o 
oe�
ientede atrito γ é substituido por uma função de memória K(t), de forma que aforça de atrito no tempo t é dada por:

−γv(t) → −
∫ t

−∞
dsK(t− s) v(s) (5.66)ou 
ambiando variáveis de s para t− s:

−γv(t) → −
∫ ∞

0
dsK(s) v(t− s). (5.67)Este efeito de memória faz 
om que o ruído não seja mais bran
o e a relaçãode �utuação-dissipação (5.5) deve ser modi�
ada. Este tipo de problemas se
hamam Não-Markovianos.Um exemplo de 
omo pode surgir um 
omportamento não markovianoé eliminando a velo
idade nas equações do movimento browniano de um
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ilador harm�ni
o (5.65). Vamos supor uma 
ondição ini
ial tal que avelo
idade é nula no pasado in�nito v(−∞) = 0. Integrando a segunda dasequações (5.65):
v(t) =

∫ t

−∞
ds e−γ(t−s)(−ω2x(s) + η(s)) (5.68)

=
∫ ∞

0
ds e−γs(−ω2x(t− s) + η(t− s))Agora substituindo este resultado na primeira equação (5.65) obtemos:

d x(t)

d t
= −

∫ ∞

0
dsK(s) x(t− s) + F (t), (5.69)onde o nú
leo de memória K(s) e a força esto
ásti
a F (t) são agora dadospor:

K(t) = ω2 e−γ|t| (5.70)
F (t) =

∫ ∞

0
ds e−γs η(t− s).Usando as propriedades do ruído bran
o η(t) e notando que, em equilíbrio,o segundo momento da variável x satisfaz:

〈x2〉eq =
kBT

mω2
(5.71)podemos expressar as 
orrelações do novo ruído na forma:

〈F (t)F (t′)〉 = 〈x2〉eqK(|t− t′|). (5.72)Esta última é uma versão não markoviana do Teorema de Flutuação-Dissipação.Notamos que o novo ruído não é bran
o, a função de 
orrelação é propor
ionalao nú
leo de memória da força de atrito.No limite de atrito muito grande e para tempos muito maiores que 1/γ afunçãoK(t) pode ser aproximada por uma função Delta de Dira
 preservandoa área:
K(s) ≈ 2

ω2

γ
δ(s) (5.73)que 
orresponde a um atrito markoviano. Neste limite a equação (5.69) setorna uma equação de Langevin aproximadamente markoviana para a posição

x(t) da partí
ula.
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í
io notamos que quando eliminamos alguma variável de umsistema de equações markovianas, o resultado é não markoviano. A inversa éválida e é importante lembrar: um pro
esso não markoviano pode ser trans-formado num pro
esso markoviano a
res
entando uma variável ao problema.Equações de Langevin não markovianas surgem naturalmente no estudode sistemas desordenados, devido à dinâmi
a lenta que se re�ete em fortesefeitos de memória no sistema. É possível mostrar, por exemplo, que par-tindo de um sistema de equações de Langevin 
om ruido bran
o para os spinsnum modelo de vidro de spin arrivamos a um modelo efetivo onde as 
orre-lações do novo ruído não são mais dadas por funções Delta mas por nú
leosde memória que se originam na desordem das interações do Hamiltoniano dosistema. Estes sistemas apresentam em geral 
ara
terísti
as de difusão an�-mala, também 
onseqüên
ia da memória presente nos termos dissipativos.5.6 Partí
ula browniana num banho térmi
o deos
iladores harm�ni
osUma forma ilustrativa de 
omo pode surgir uma equação de Langevin a partirde uma dinâmi
a Hamiltoniana 
onsiste em 
onsiderar um sistema arbitrá-rio 
ara
terizado por 
oordenadas e momentos {x, p} interagindo 
om umsistema de os
iladores harm�ni
os independentes através de uma interaçãobilinear. Vamos ver 
omo é possível derivar de forma exata uma equação deLangevin e ainda qual é neste sistema a origem da força esto
ásti
a e o 
ará-ter dos termos dissipativos que podem dar lugar a uma dinâmi
a markovianaou não-markoviana.O banho de os
iladores é des
rito por um 
onjunto de 
oordenadas {qi}e seus momentos 
onjugados {pi}. Para simpli�
ar a notação �xamos asmassas dos os
iladores iguais a um. O Hamiltoniano do sistema é:
HS =

p2

2m
+ U(x). (5.74)O Hamiltoniano do banho térmi
o in
lui os os
iladores e um a
oplamento
om o sistema na forma:

HB =
∑

j





p2
j

2
+

1

2
ω2

j

(

qj −
γj

ω2
j

x

)2


 , (5.75)
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ias dos os
iladores e γj mede a intensidade doa
oplamento do sistema 
om o j-ésimo os
ilador. O Hamiltoniano do banhotérmi
o possui três termos: o primeiro é o Hamiltoniano usual do os
iladorharm�ni
o, o segundo é um a
oplamento bilinear da forma (
∑

j γjqj)x en-tre os os
iladores e o sistema, e o último depende só do sistema e pode ser
onsiderado 
omo parte do poten
ial arbitrário U(x). Considerando o Ha-miltoniano 
ompleto H = HS + HB do sistema+banho térmi
o, as equaçõesde Hamilton do sistema serão:
dx

dt
=

p

m
dp

dt
= −U ′(x) +

∑

j

γj

(

qj −
γj

ω2
j

x

)

, (5.76)e as do banho térmi
o:
dqj
dt

= pj

dpj

dt
= −ω2

j qj + γj x. (5.77)Para x(t) dada é fá
il resolver as equações para os os
iladores:
qj(t) = qj(0) cosωjt+ pj(0)

sinωjt

ωj
+ γj

∫ t

0
ds x(s)

sinωj(t− s)

ωj
(5.78)Integrando por partes podemos expressar o resultado anterior da forma:

qj(t)−
γj

ω2
j

x(t) =

(

qj(0) − γj

ω2
j

x(0)

)

cosωjt+pj(0)
sinωjt

ωj

−γj

∫ t

0
ds
p(s)

m

cosωj(t− s)

ω2
j

.(5.79)Substituindo este resultado na equação (5.76) para o sistema obtemos umaequação de Langevin:
dp(t)

dt
= −U ′(x(t)) −

∫ t

0
dsK(s)

p(t− s)

m
+ Fp(t), (5.80)na qual podemos identi�
ar o nú
leo de memória 
omo:

K(t) =
∑

j

γ2
j

ω2
j

cosωjt (5.81)
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itamente por:
Fp(t) =

∑

j

γjpj(0)
sinωjt

ωj
+
∑

j

γj

(

qj(0) − γj

ω2
j

x(0)

)

cosωjt. (5.82)Notamos que fazendo uma es
olha adequada do espe
tro {ωj} dos os
iladorese das 
onstantes de a
oplamento 
om o sistema {γj} podemos obter umnú
leo de memória de forma arbitrária. Por exemplo, se o espe
tro é 
ontínuoe a soma em j é substituída por uma integral ∑j →
∫

dw g(w), 
om g(w) adensidade de estados do banho térmi
o, e supondo em geral que γ = γ(w) éuma função de w, a função de memória é dada por uma integral de Fourier:
K(t) =

∫ ∞

0
dw g(w)

γ(w)2

ω2
cosωt. (5.83)O termo de memória em geral de
ai numa es
ala de tempo 
ara
terísti
a τ .Experimentalmente, se o tempo de observação for muito menor que o tempo
ara
terísti
o t ≪ τ , teremos um forte efeito de memória e o ruído neste
aso se 
hama 
olorido. No extremo oposto, se o tempo de observação formuito maior que o tempo 
ara
terísti
o t ≫ τ , o efeito de memória terá seperdido 
ompletamente, e o ruído então será bran
o ou des
orrela
ionado.Um exemplo simples é 
onsiderar o modelo de Debye de sólido 
ristalinoelásti
o. A distribuição de freqüên
ias de Debye é:

g(w) =
3ω2

ω3
D

θ(ωD − ω). (5.84)Considerando γ(w) = γ 
onstante, obtemos para o nú
leo de memória:
K(t) =

3γ3

mω2
D

sinωDt

ωDt
. (5.85)Se a freqüên
ia de Debye ωD for su�
ientemente grande podemos aproximar

K(t) por uma função Delta de Dira
 K(t) ≈ 2βδ(t) 
om β = 3γ3π/(2mω2
D)obtendo expli
itamente o 
aso 
orrespondente a um ruído bran
o.Finalmente, notemos que a expressão do ruído (5.82) depende ex
lusiva-mente das 
oordenadas e momentos ini
iais dos os
iladores, e então é umafunção do tempo 
onhe
ida. No entanto 
omo os os
iladores são muitos eindependentes entre si, pelo teorema 
entral do limite esperamos que apre-sentem propriedades estatísti
as simples. Dependendo das propriedades es-tatísti
as das 
oordenadas e momentos ini
iais serão as propriedades do ruído
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Fp(t). O 
aso mais simples é quando o ruído é gaussiano, que seria o 
asoquando as 
oordenadas e momentos ini
iais dos os
iladores são variáveis ale-atórias independentes e identi
amente distribuidas, então o teorema 
entraldo limite nos diz que a soma delas se aproxima de uma gaussiana quando onúmero for muito grande.
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í
ios1. Cal
ule a função de auto
orrelação de dois tempos das velo
idades deuma partí
ula livre em movimento browniano. Mostre que, em geral:
< v(tw)v(tw + t) >= e−γ|t| < v2(tw) > (5.86)onde tw (waiting time) é o tempo de espera. A partir deste resultadodetermine a auto
orrelação de equilíbrio de�nida por:
C(t) = lim

tw→∞
< v(tw)v(tw + t) > (5.87)e o 
orrespondente espe
tro de potên
ias: C(ω) = 1

2π

∫

e−iωtC(t)dt.2. Determine explí
itamente 
omo funções do tempo a variação da energia
inéti
a média dEc/dt e a potên
ia média dissipada Pdis para o 
aso dapartí
ula livre que exe
uta movimento browniano. Mostre que a soma
dEc/dt + Pdis = P , onde a potên
ia transferida P é independente dotempo. Faça um grá�
o dessas três grandezas versus t.3. Pospisil reportou em Ann. Phys. 83, (1927) 735 a observação do movi-mento browniano de partí
ulas de fumaça de raio a = 0.4×10−4 cm sub-mersas em uma solução de água-gli
erina, de vis
osidade 0.0278 poise,a uma temperatura de 18.8oC. O valor observado de < x2 > numintervalo de 10 seg foi 3.3 × 10−8 cm2. Com estes dados determine a
onstante de Boltzmann e 
ompare 
om valores atuais tabelados.4. A equação de Langevin para uma partí
ula de massa m em movimentobrowniano sujeita a uma força elásti
a −mω2

0x é dada por:
d2x

dt2
+ γ

dx

dt
+ ω2

0x = η(t) (5.88)Cal
ular 〈x2(t)〉 e 〈v2(t)〉 e mostrar que, no limite ω0 → 0 os resultadosse reduzem as expressões (5.27) e (5.16) no 
aso x0 = v0 = 0. Dis
utiros resultados para o 
aso de uma partí
ula de massa desprezível m→ 0(
aso súper- amorte
ido ou não-iner
ial).5. Faça uma análise de Fourier da equação de Langevin do problema ante-rior e 
al
ule o espe
tro de potên
ias e a função de auto
orrelação das
oordenadas. A partir do resultado obtido 
al
ule o desvío quadráti
omédio.



Capítulo 6A equação de Fokker-Plan
kVamos ver neste 
apítulo um formalismo equivalente e alternativo ao de Lan-gevin para des
rever a dinâmi
a de sistemas esto
ásti
os. Veremos que a todaequação de Langevin 
orresponde uma equação diferen
ial que determina aevolução temporal da distribuição de probabilidades P (u, t) da variável es-to
ásti
a u. Esta equação diferen
ial esto
ásti
a, 
onhe
ida 
omo equaçãode Fokker-Plan
k é de fundamental importân
ia na análise da evolução dadistribuição de probabilidades de um sistema estatísti
o para o equilíbrioassintóti
o ou estado esta
ionário. Em parti
ular, para sistemas físi
os, asolução esta
ionária da equação de Fokker-Plan
k 
orresponde à distribui-ção de Boltzmann-Gibbs para o sistema em equilíbrio termodinâmi
o. Noentanto 
om a equação de Fokker-Plan
k temos a
esso a toda a história daevolução temporal das probabilidades, permitindo analizar a forma 
omo umsistema 
aminha para o equilíbrio �nal. A equação de Fokker-Plan
k podeser 
onsiderada 
omo um 
aso parti
ular de equação mestra, para pro
essosmarkovianos e quando as taxas de transição são pequenas [9℄. No entantoaqui vamos deduzir a equação de Fokker-Plan
k por sua relação 
om a equa-ção de Langevin.6.1 De Langevin a Fokker-Plan
kNas seções seguintes vamos a
ompanhar de perto a exposição de T. Tomé eM. de Oliveira [10℄. Começemos es
revendo a equação de Langevin no 
asonão-iner
ial na forma:
dx

dt
= f(x) + η(t) (6.1)91
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om 〈η(t)〉 = 0 e 〈η(t)η(t′)〉 = Γδ(t− t′). Se dis
retizamos o tempo de formaque t = nτ , e 
onsiderando as propriedades de um pro
esso de Wiener vistasna seção 5.1, a versão dis
reta da equação pode ser es
rita na forma:
xn+1 = xn + τ f(xn) +

√
τ Γ ξn, (6.2)
om ξn variáveis aleatórias independentes 
om 〈ξn〉 = 0 e 〈ξ2

n〉 = 1. Destaforma podemos, por exemplo, gerar no 
omputador uma �trajetória� parti
u-lar do pro
esso de�nido pela variável xn, dada uma 
ondição ini
ial x0 e umaseqüên
ia de números aletórios ξn e �simular� desta forma uma dinâmi
a deLangevin.Vamos mostrar agora que a esta equação de Langevin 
orresponde umaequação diferen
ial para a distribuição de probabilidades P (x, t). Seja Pn(xn)a distribuição de probabilidades da variável xn e gn(k) a 
orrespondente fun-ção 
ara
terísti
a, dada por:
gn(k) = 〈eikxn〉 =

∫

eikxn Pn(xn) dxn (6.3)Então,
gn+1(k) = 〈eikxn+1〉 = 〈eik[xn+τf(xn)+τζn]〉, (6.4)onde 〈ζn〉 = 0 e 〈ζ2
n〉 = Γ/τ . Tendo em vista que xn e ζn são independentes,podemos es
rever

gn+1(k) = 〈eik[xn+τf(xn)]〉〈eikτζn〉. (6.5)Expandindo gn+1(k) até primeira ordem em τ o primeiro fator resulta:
〈eikxn{1 + ikτf(xn)}〉 = 〈eikxn〉 + ikτ〈f(xn) eikxn〉 (6.6)e o segundo

1 + ikτ〈ζn〉 −
1

2
k2τ 2〈ζ2

n〉 = 1 − 1

2
k2τΓ. (6.7)Logo, até primeira ordem,

gn+1(k) = gn(k) + τ
{

ik〈f(xn)eikxn〉 − Γ

2
k2〈eikxn〉

}

. (6.8)Usando agora as propriedades:
ik〈f(xn)eikxn〉 = 〈f(x)

d

dx
eikx〉 = −

∫

eikx d

dx
[f(x)Pn(x)] dx (6.9)
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−k2〈eikx〉 = 〈 d

2

dx2
eikx〉 =

∫

eikx d2

dx2
Pn(x) dx (6.10)
on
luimos que

Pn+1(x) − Pn(x)

τ
= − d

dx
[f(x)Pn(x)] +

Γ

2

d2

dx2
Pn(x). (6.11)Tomando o limite para τ → 0 obtemos �nalmente

∂

∂t
P (x, t) = − ∂

∂x
[f(x)P (x, t)] +

Γ

2

d2

dx2
P (x, t). (6.12)Esta é uma equação diferen
ial para a evolução temporal da distribuição deprobabilidades da variável x e é 
onhe
ida 
omo Equação de Fokker- Plan
k.Nesta forma parti
ular a equação de Fokker-Plan
k também é 
onhe
ida
omo Equação de Smolu
howski, já que foi M. von Smolu
howski o primeiroa estudar, em 1906, o 
aso de uma partí
ula browniana sujeita à ação de um
ampo externo, efeito que apare
e no primeiro termo da direita da equação(6.12).6.2 Solução esta
ionáriaPodemos es
rever a equação de Fokker-Plan
k (6.12) na forma:

∂

∂t
P (x, t) = − ∂

∂x
J(x, t) (6.13)onde J(x, t) é uma 
orrente de probabilidade de�nida por:

J(x, t) = f(x)P (x, t) − Γ

2

∂

∂x
P (x, t). (6.14)Na forma (6.13) a equação de Fokker-Plan
k é uma equação de 
ontinuidade.Vamos supor que a variável x tome valores num intervalo [a, b], onde um ouambos limites podem ser in�nitos.Integrando ambos os lados de (6.13) em x obtemos:

d

dt

∫ b

a
P (x, t) dx = J(a, t) − J(b, t). (6.15)
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t, ou seja

∫ b

a
P (x, t) dx = 1, (6.16)e então o lado esquerdo de (6.15) deve se anular, e por tanto J(a, t) = J(b, t).Consideremos por simpli
idade apenas o 
aso em que a 
orrente de probabi-lidade se anule em ambos extremos x = a e x = b em qualquer instante t, ouseja J(a, t) = J(b, t) = 0.No regime esta
ionário a densidade de probabilidade será independentede t, e por tanto, por sua de�nição a 
orrente de probabilidade tambémdeve ser independente de t neste regime. Como o lado esquerdo da (6.13) seanula, então a 
orrente também deverá ser independente de x. Logo elá devese anular para todo valor de x dada a 
ondição de 
ontorno que es
olhemos.Por tanto a distribuição esta
ionária deve satisfazer:

f(x)P (x, t) − Γ

2

d

dx
P (x, t) = 0 (6.17)ou

d

dx
lnP (x) =

2

Γ
f(x). (6.18)Chamando V (x) o poten
ial 
orrespondente à força f(x) = −dV/dx então

lnP (x) = − 2

Γ
V (x) + const, (6.19)ou

P (x) = A exp
(

− 2

Γ
V (x)

) (6.20)
om A uma 
onstante de normalização. Notamos que identi�
ando 
orreta-mente as 
onstantes A e Γ a solução esta
ionária para o 
aso de um sistemafísi
o num poten
ial externo V (x) 
orresponde à distribuição Boltzmann-Gibbs. Dada a equivalên
ia entre a equação de Fokker-Plan
k e a equaçãode Langevin, este resultado garante também que assintoti
amente o pro
essodes
rito pela equação de Langevin 
om uma força externa derivada de umpoten
ial leva o sistema para o equilíbrio termodinâmi
o.6.3 Operador de evoluçãoVamos introduzir nesta seção um operador de evolução W de forma seme-lhante ao feito quando estudamos a equação mestra. Com ele é possível
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ionárioobtido na seção anterior quando t→ ∞.A equação de Fokker-Plan
k (6.12) pode ser es
rita na forma:
∂

∂t
P (x, t) = W P (x, t), (6.21)onde o operador de evolução W age sobre funções reais φ(x) e é de�nido por:

W φ(x) = − ∂

∂x
[f(x)φ(x)] +

Γ

2

d2

dx2
φ(x). (6.22)De a
ordo 
om as 
ondições de 
ontorno impostas nas seções anteriores, a
lasse de funções φ(x) sobre as quais atua o operadorW devem satisfazer quea densidade de 
orrente de probabilidade −f(x)φ(x) + (Γ/2)φ′(x) = 0 nosdois extremos x = a e x = b. Por tanto por (6.22) estas funções satisfazema seguinte propriedade:

∫ b

a
W φ(x) dx = 0. (6.23)Esta propriedade garante que a densidade P (x, t) estará normalizada paratodo tempo t desde que seja normalizada no instante ini
ial.Com o re
urso do operador de evolução podemos es
rever a solução formalda equação de Fokker-Plan
k na forma:

P (x, t) = etW P (x, 0) (6.24)onde o operador etW é de�nido por:
etW = 1 + tW +

t2

2!
W2 +

t3

3!
W3 + . . . (6.25)Assumimos agora que W possua um espe
tro de autovalores dis
reto, deforma que:

Wφl(x) = Λl φl(x) (6.26)para l = 0, 1, 2, . . ., onde φl(x) são as autofunções de W e Λl seus autovalo-res. Assumamos ainda que P (x, 0) admita uma expansão em autofunções daforma:
P (x, 0) =

∞
∑

l=0

al φl(x). (6.27)
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P (x, t) =

∞
∑

l=0

al e
tΛlφl(x). (6.28)Usando agora a propriedade (6.23) na equação de autovalores (6.26) podemosmostrar que:

Λl

∫ b

a
φl(x) dx = 0 (6.29)A densidade de probabilidade esta
ionária satisfaz a equação:

W P (x) = 0. (6.30)A equação (6.30) nos diz que a densidade de probabilidade esta
ionária éautofunção do operador de evolução 
om autovalor nulo. Vamos de�nir então
φ0(x) = P (x) e Λ0 = 0. Assim podemos es
rever:

P (x, t) = P (x) +
∞
∑

l=1

al e
tΛlφl(x). (6.31)onde a0 = 1 que se obtém integrando ambos os lados de (6.27) e usando(6.29).É possível mostrar que todos os autovalores ex
eto Λ0 são estritamentenegativos, e por tanto toda a soma do lado direito de (6.31) se anula no limite

t→ ∞. Então P (x, t) → P (x) assintoti
amente. Por tanto, a dependên
ia de
P (x, t) 
om o tempo, para tempos longos, será exponen
ial, e 
ara
terizadapelo autovalor Λ1, ou seja:

P (x, t) → P (x) + a1φ1(x)e
−tΛ1 , (6.32)desde que a1 6= 0. Por tanto o de
aimento para o estado esta
ionário seda numa es
ala de tempo 
ara
terísti
a τ = 1/|Λ1|. Pode a
onte
er que

τ → ∞ em 
ujo 
aso o de
aimento não é mais exponen
ial mas algébri
o,
ara
terizando um sistema 
om dinâmi
a lenta na relaxação da densidade deprobabilidade.ExemploConsideremos o 
aso de uma partí
ula 
on�nada no intervalo −L/2 ≤ x ≤
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L/2, na ausên
ia de forças externas. Neste 
aso f(x) = 0 e temos que resolvera equação de autovalores:

Γ

2

d2

dx2
φ(x) = Λφ(x) (6.33)
om as 
ondições de 
ontorno φ′(−L/2) = φ′(L/2) = 0. As soluções paraessas 
ondições são:

φl(x) =

{

L−1 cos (kx) l = 0, 2, 4, . . .
L−1 sin (kx) l = 1, 3, 5, . . .

(6.34)
Λl = −Γ

2
k2, k = πl/L e a normalização foi es
olhida de forma que φ0(x) =

P (x). A solução da equação de Fokker-Plan
k para o 
aso 
om 
ondiçãoini
ial 
om a partí
ula na origem, isto é, P (x, 0) = δ(x), é:
P (x, t) =

1

L
+

2

L

∞
∑

l=2(pares)

e−tΓk2/2 cos (kx). (6.35)Enquanto L for �nito o tempo 
ara
terísti
o de relaxação será τ = 1/|Λ2| =
2
Γ
(L/2π)2. Esse tempo diverge para L → ∞. No entanto, nesse 
aso asolução da equação de Fokker-Plan
k é:

P (x, t) =
1

π

∫ ∞

0
e−tΓk2/2 cos (kx) dk =

1√
2πΓt

e−x2/2Γt (6.36)que 
orresponde ao 
onhe
ido pro
esso de difusão normal num espaço ilimi-tado, e por tanto o de
aimento da densidade de probabilidade será algébri
o,
P (x, t) ≃ t−1/2.6.4 O problema de KramersUm problema 
lássi
o, estudado pela primeira vez no 
ontexto da equação deFokker-Plan
k por Kramers em 1940, é o 
ál
ulo da probabilidade por uni-dade de tempo para uma partí
ula es
apar de um poço de poten
ial passandoatravés de uma barreira.Este problema tem múltiplas apli
ações e realizações, 
omo por exemplona 
inéti
a das reações quími
as, na teoria de nu
leação em transições defases de primeira ordem, e em geral na relaxação em superfí
ies poten
iais
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om múltiplos mínimos, 
omo em vidros, sistemas desordenados e problemasde otimização [20℄.Vamos analizar aqui o mais simples dos 
asos 
itados a
ima, no qual arelaxação de uma partí
ula num poten
ial unidimensional V (x) a
onte
e nolimite não-iner
ial e então obede
e a equação de Smolu
howski (6.12). Noproblema em questão a partí
ula se en
ontra 
on�nada no entorno de ummínimo do poten
ial, de 
oordenada xA, e para es
apar da atração dessemínimo deve superar uma barreira que no ponto máximo xC tem uma altura
U . Para além de xC a partí
ula es
apa por exemplo para o entorno de outromínimo em xB > xA (esta é somente uma possibilidade). O es
ape atravésda barreira se da por ativação térmi
a, mas supomos que a energia térmi
a
kBT ≪ U , e então a probabilidade de es
ape por unidade de tempo serápequena.Vamos mostrar que, no limite não-iner
ial ou súper amorte
ido γ/m≫ 1,relevante por exemplo para estudar pro
essos de relaxação, a taxa de es
apeé dada por:

1

τ
=
ωAωC

2π

me−U/kT

γ
= ν e−U/kT . (6.37)Os parâmetros que apare
em nesta equação são: a altura da barreira U =

V (xC) − V (xA), a freqüên
ia angular de vibração no mínimo mestaestável
ω2

A = m−1V ′′(xA), e a freqüên
ia angular de vibração no estado de transição
ω2

C = m−1|V ′′(xC)|.Agora de�nimos a taxa de es
ape do estado metaestável em xA para xB
omo sendo κ = 1/τ tal que satisfaz:
J(x) = κP (x) (6.38)onde J(x) é a densidade de 
orrente de probabilidade e P (x) a probabilidadede en
ontrar a partí
ula num entorno de x. Expressando as 
onstantes naequação de Fokker-Plan
k através da relação de Einstein, a 
orrente pode seres
rita na forma:

J(x, t) = −D
(

P (x, t)

Dγ

∂V

∂x
+
∂P (x, t)

∂x

)

= −D e−
V (x)
kT

[

∂

∂x
e

V (x)
kT P (x, t)

]

. (6.39)Seguidamente assumimos que a energia térmi
a disponível é pequena 
om-
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om a altura da barreira de poten
ial, ou seja,
U

kT
=
V (xC) − V (xA)

kT
(6.40)é muito grande. Logo a densidade de 
orrente através da barreira em xC émuito pequena e a taxa de variação da densidade de probabilidade P (x, t)também é pequena. Sendo assim podemos 
onsiderar J(x, t) = J indepen-dente de x. Integrando (6.39) entre xA e xB obtemos:

J
∫ xB

xA

e
V (x)
kT dx = D

[

e
V (xA)

kT P (xA, t) − e
V (xB)

kT P (xB, t)
]

. (6.41)Agora assumindo que muito pou
as partí
ulas 
onseguem es
apar para xBpodemos aproximar a equação anterior 
omo:
J = D

e
V (xA)

kT P (xA, t)
∫ xB

xA
e

V (x)
kT dx

. (6.42)Se a altura da barreria for muito grande, então a distribuição de probabilidadeno entorno de xA será aproximadamente a distribuição de Boltzmann-Gibbs:
P (x, t) = P (xA, t)e

−
V (x)−V (xA)

kT . (6.43)Agora, a probabilidade P de en
ontrar a partí
ula no entorno x1 < xA < x2será:
P =

∫ x2

x1

P (x, t) dx = P (xA, t) e
V (xA)

kT

∫ x2

x1

e−
V (x)
kT dx (6.44)A partir de (6.42) e (6.44) obtemos a taxa de es
ape:

Dκ−1 =
∫ x2

x1

e−
V (x)
kT dx

∫ xB

xA

e
V (x)
kT dx = I1 I2 (6.45)A 
ontribuições prin
ipais nas integrais anteriores são nas regiões no entornode xA e xC respe
tivamente. Podemos então fazer uma expansão dos poten-
iais V (x) em série de Taylor na forma:

V (x) ≈ V (xA) +
1

2
(x− xA)2V ′′(xA) (6.46)e

V (x) ≈ V (xC) − 1

2
(x− xC)2|V ′′(xC)| (6.47)
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I1 = e−

V (xA)

kT

∫ ∞

−∞
e−

(x−xA)2

2kT
V ′′(xA) dx =

√
2πe−

V (xA)

kT

√

kT

V ′′(xA)
(6.48)e

I2 =
√

2πe
V (xC )

kT

√

kT

|V ′′(xC)| . (6.49)Por tanto �nalmente obtemos:
κ =

1

2π

√

V ′′(xA)
√

|V ′′(xC)|
γ

e−
|V (xC)−V (xA)|

kT

=
1

2π

m

γ
ωA ωC e

− U
kT (6.50)Este resultado nos diz que os tempos 
ara
terísti
os de relaxação num sis-tema 
ara
terizado por barreiras de energia de altura U é dado pela lei deArrhenius:

τ ∝ eU/kT (6.51)ou seja, 
res
e exponen
ialmente 
om a altura da barreira.O problema de Kramers pode ser generalizado para o 
aso 
om inér
ia epara sistemas 
om um número arbitrário de graus de liberdade. O problemageral estudado por Kramers ainda é um problema em aberto, 
ujas soluçõessó se 
onhe
em em algumas aproximações.
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