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@ Variaveis aleatorias continuas
@ Funcgao caracteristica

© Variaveis aleatorias discretas
@ Funcgao geratriz

© Mudanca de variavel

@ Distribuicio conjunta
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Fungao caracteristica

e E atransformada de Fourier de uma densidade de probabilidade

e Util para calcular momentos de distribuicdes
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Fungao caracteristica

Por outro lado, sua série de Taylor, se existe, é

=3+ [d"g“‘)]k:Okn.

n! | dk"
n=0

Combinando este resultado com o anterior, obtemos

dk"

As vezes é util expressar a fungao g(k) em termos dos cumulantes, x,,
definidos por

o] .
(ik)"
gk) =exp (D= =i 3)
n=1 ’
Ver codigo Julia com exemplo da fun¢do caracteristica.
Mendeli H. Vainstein (IF-UFRGS) Mod. comput. de processos estocasticos Aula 03 — 2021-2 4/18



Cumulantes e momentos

Das expansdes em momentos, eqg. (2), e cumulantes, eq. (3), obtemos

K1 =p1 = (x) (média)
Ko = pa — i = (¥*) — (x)
ks = s — Buigd 2483 = () — 3() + 20
Ka = pa — s — 3pn + 1200007 — 6411

2 (variancia)

@ Se os cumulantes de mais alta ordem tenderem a zero rapida-
mente, pode-se obter uma boa aproximagao de g(k) usando ape-
nas os primeiros termos na expansao da eq. (3).
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Curtose e coeficiente de assimetria

@ Coeficiente de assimetria (skewness)

K3
M =35
e
@ Curtose (curtosis)
K4
2= —3
i n%

=- Para distribuicbes simétricas, os momentos impares sao nulos,
portanto vy, =0e
pa — 3o
[ —
H7
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Funcéo geratriz (= 2 g,

00 il z 2 - Iv> qi
Glx) =) pdt. Ok ,,Z "0t
=0

@ Conveniente para distribuicdes de probabilidade com valores dis-
cretos ke {0,1,2...}

@ Converge pelo menos para —1 < z< 1.
e Util para calculo de momentos:

G//(l) _ 5 k(k— I)Pk = <k2> - <k>
k=0
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Ex. 1.18: Funcao geratriz da Binomial

G(z) = i (111]) a“ bR
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Ex. 1.18: Funcao geratriz da Binomial (cont.)
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Mudanca de variavel

Sejam x e y varidveis aleatorias, tais que y = f(x), e sejam pi(x) e
p2(y) suas densidades de probabilidade, respectivamente.
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Mudanca de variavel
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Mudanga de variavel - rigorosamente

A fungao caracteristica da variavel aleatéria y é

oo

&®=w%=/ dy € pa ().

—0o0

Sua fungao distribuigéo pode ser escrita como a transformada de
Fourier inversa de g» (k)

p0) = 5 [ dke Paalh),

de onde se obtém

p2(y) = ! / dke*'@[mdy’ ® pa(y)

21
=/ [ / ke ”} pa()
= [ avs =y )mm0)

Ver cédigo Julia sobre delta de Dirac
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Mudanca de variavel - rigorosamente

Por outro lado, como temos que y = f(x), podemos escrever
22(k) = (€0 = (W@ — / dx ) p, (x)dx.

Substituindo na transformada de Fourier inversa

1 1 o0 )
p2(y) = %/ dke g 2 (k) = ﬁ/ dke_’ky/ dxe’kf(x)pl(x)dx

:/_OO dx [;ﬂ/ dk e~ '*0 f<X>>] (%),

portanto

p0) = [ dvdly— )t

—0o0
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Distribuicao conjunta

Sejam x e y variaveis aleatdrias. A probabilidade de encontrar x € [a,b] e
y € [c,d] é

b d
P(x € [a,b],y € [c,d]) :/ dx/ dy p(x,y),
onde p(x,y) é a densidade conjunta de probabilidade de x e y, tal que

plx,y) =0

//p(x,y)dxdy =1

Podem-se obter as densidades marginais por integracéo:
pi(x) = / plx,y)dy
p2(y) =/p(x,y)dx

As variaveis x e y sdo independentes se

plx,y) = p1(x)p2(y)
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Distribuicao conjunta

Dado p(x,y), a distribuicao p3(z) da variavel aleatéria z, tal que
z=f(x,y) é
p@) = [[ 36— sa,

de forma analoga ao caso com um Unica variavel aleatoéria.
Se duas variaveis u e v sdo funcoes de x e y

entao
o) = [ [ =)ot e s

= Ex.: Método de Box-Muller para gerar uma distribuigado gaussiana a
partir de duas variaveis uniformemente distribuidas (ver p. 31 do livro
texto)
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Correlacao

Os momentos conjuntos sao definidos de maneira analoga ao caso de
uma variavel unica

("y") = / / dxdyx"y"p(x,y)

Dois momentos conjuntos comumente utilizados em fisica séo
@ Covariancia

Cov(x,y) = ((x = () y — (1)) = (xy) — X))
@ Correlacao

Cor(x,y) = &= <xg>gy -0 _ <xy>g— O_<x> b)
XYy xOy

onde o, e oy representam os desvios padroes de x e y, respecti-
vamente.
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Propriedades da correlacao

e E adimensional

@ Cor(x,y) = Cor(y,x)

@ —1 <Cor(x,y) <1

@ Cor(x,x) = 1; Cor(x, —x) = —1

@ Cor(ax + b,cy +d) = Cor(x,y), se a,c #0

@ Pode ser estendida para um numero arbitrario de variaveis con-
juntas

Para duas variaveis independentes xe y

® p(x,y) = p1(x)p2(y)

® (xy) = (x){y

o ((x+¥)7) —((x+y)) =) =)+ ) - »)?

@ Cor(x,y) =0
Mas, Cor(x,y) = 0 ndo significa sempre que x e y sdo independentes.
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