Introducao aos sistemas dinamicos

Mendeli H. Vainstein’

IInstituto de Fisica, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Brasil

Semestre 2020-1

Mendeli H. Vainstein (IF-UFRGS) Introdugao aos sistemas dindmicos Aula 9 —2020-1 1/18



0 Forma canénica de Jordan
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Forma canonica de Jordan
Dado um sistema dinamico linear

az(t) o
7S =AZ(1),

se sua matriz X, n x n, tem autovalores repetidos, ha duas
possibilidades:
@ Se cada autovalor multiplo permite autovetores independentes,
ela pode ser diagonalizada e a versao desacopada do sistema
pode ser escrita como

:B_'t
= =D(0),

onde ¥(t) = (P)~'Z(t), D = (P)"'AP e P é a matriz modal de A.
@ se nao, € possivel transforma-la em uma matriz quase diagonal, a
forma canénica de Jordan.
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Sistemas dindmicos na forma canonica de Jordan
No segundo caso, pode-se escrever a matriz

7= (P)"'AP

e fazer uma transformacao de coordenadas &(r) = (1‘3)_150), de modo
que
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Autovetores generalizados
A solucao desta equagao, como vimos anteriormente €

=
a(t) = e’ @(0).
Como neste caso nao ha n autovetores linearmente independentes, a

5 <>
base em que A é transformada em sua forma can6nica de Jordan J é
formada por autovetores generalizados.

Definicao

A
Um autovetor generalizado de uma matriz A, n x n, € um vetor para
o qual

o

(A—ADfv=0

9

para algumk € Z. Aqui 1 é a matriz identidade n x n.

@ k define a ordem do autovetor generalizado;
@ Se k =1, temos um autovetor usual.

Stover, Christopher. “Generalized Eigenvector.” From MathWorld—A Wolfram Web Resource, created by Eric W. Weisstein.
https://mathworld.wolfram.com/GeneralizedEigenvector.html
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Base de Jordan

<>
@ Se A é uma matriz n x n, existe uma base para R" que consiste
<>
dos autovetores generalizados de A e que satisfaz:
A —
Abi = Aibi e
b < - -
[A = Xil]bij = bij-1.

@ Autovetores generalizados assim gerados sao linearmente inde-
pendentes.

@ De posse de uma base de Jordan, basta calcular a matriz modal

=5
generalizada P usando os autovetores e autovetores generaliza-
-~
dos como colunas de P.

@ As primeiras colunas sao as dos autovetores com autovalores
simples, seguidas pelos autovetores generalizados com ordem
crescente.

Rowland, Todd. “Jordan Basis.” From MathWorld—A Wolfram Web Resource, created by Eric W. Weisstein.
https://mathworld.wolfram.com/JordanBasis.html

Moore, S. “Generalized Eigenvectors” (2013).
https://hans.math.upenn.edu/~moose/24052013/slides7-31.pdf.
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Exemplo 1

Calcule os autovetores generalizados da matriz
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Exemplo 1 (cont.)
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Exemplo 1 (cont.)
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Exemplo 2
Calcule os autovetores generalizados da matriz

L 1 2 o0
A=11 1 2}
a —1 [ %
0
sua matriz modal generalizada e sua forma canénica de Jordan.
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Exemplo 2 (cont.)
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Exemplo 2 (cont.)
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Exercicio 4.36

Mostre que, para um sistema linear bidimensional com autovalores

iguais, a forma canénica de Jordan é

o X1 A7 h7
J = 0 Al o
Assuma que a solucao tentativa seja da forma (ver aula 6)
1) = Nt D) + &).
@) Al D) R eg3) (Je-23)s < les - a- S
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Exercicio 4.36 (cont.)
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Exercicio 4.36 (cont.) p) = 3 Uk A
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Exercicio 4.36 (cont.)

[ Aoqticvo

BNAY

!

g 2 L
T -
o Z
7-% 7
G odY _TY
+
STt
()

= U )= \31[1))

o
e

g - [ *Jc” O"”J
[‘7 I g, (o)
- [(U‘(o) A ‘92‘”){’)€H]

01{0) e

2 ' )
Mendeli H. Vainstein (IF-UFRGS) Introdugao aos sistemas dinamicos



Exercicios

Monteiro cap 4:
4.25,4.27,4.33, 4.34, 4.35, 4.36, 4.37, 4.38
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