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0 Nocoes de estabilidade

@ Existéncia e unicidade da solucio
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Tipos de estabilidade

Para que conjuntos de parametros e Cl’s o sistema possui um

comportamento dindmico estavel?

sist. de eqs. — equagdes isomdrficas com
Estabilidade parametros proximos
solugdes — condigdes iniciais vizinhas

Mendeli (IF-UFRGS) Introducéo aos sistemas dinamicos Aula 3 -2020-1

3/14



Estabilidade de um ponto de equilibrio (no sentido de Lyapunov)

ax o
E:f(x)

Ponto de equilibrio: %* tal que f(x*) = 0
Ponto ordinario ou regular: qualquer ponto néo de equilibrio

@ Se X(0) =x* = (x},x3,...,x;), 0 sistema ai permanece.

@ Se apds uma pequena perturbagéo em x(0), o sistema voltar a x*,
diz-se que ele é assintoticamente estavel

X(t) = x*, parat — oo
@ Se o raio dentro do qual as trajetorias sdo atraidas é finito, diz-se

que ¥* é localmente estavel; caso contrario, é globalmente
estavel.

= Em ambos os casos, trata-se de um atrator.
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Definicdes
Bacia de atracéo: conjunto de condigdes iniciais (Cl’s) que levam ao
atrator.

Ponto neutramente estavel: para X(0) dentro de uma esfera centrada
em x*, X(r) permanece dentro de outra esfera centrada em x*, sem ir
para x*.

Ponto instavel: x(¢) deixa a vizinhanga de uma esfera centrada em
g

X",

Métrica euclidiana: distancia entre ii e v:

@ — 7| = [(w1 — v1)* + - + (g — va) />

Um sistema de equagdes diferenciais lineares autbnomas possui um
ou infinitos pontos de equilibrio. Se o ponto Unico é assintoticamente
estavel, entéo é globalmente assintoticamente estavel.
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Exemplo: Péndulo fisico
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Estabilidade no sentido de Lagrange

A solugéo x(r) de um sistema nao-auténomo
e -
j); :f(fa t)

apresenta estabilidade limitada se x(¢) € uma funcéo limitada.
Formalmente, existe uma constante C < oo e || X(¢)|| < C para Vt.

= S6 ha ponto de equilibrio se existe um valor X* que anulaf(;?, f)
para vt

Suponha agora que

L

dx o, o
& —F) + E)

e seja x* ponto de equilibrio para E(1) = 0.

O sistema apresenta estabilidade bibo (bounded-input,
bounded-output) se uma entrada E(r) limitada produz uma saida
também limitada.
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Existéncia e unicidade

Teorema
Considere o problema de valor inicial

dx -
Ezf(x)

com condig&o inicial X(0) = Xy, para X, em um conjunto aberto e co-
nexoD C R". Suponha quef : R" — R” seja C', ou seja todas as

fungées f; e suas derivadas parciais of;/0x; (i,j = 1,2,...,n) existem
e sdo continuas para x em D. Dadas estas condicées, o sistema tem

solugdo x(t) unica em algum um intervalo de tempo (—, T) ao redor
det=0.

@ f € C! é condicdo suficiente, ndo necessaria.

Steven H. Strogatz, Nonlinear Dynamics and Chaos, 21 g, (2015)

M. W. Hirsch, S. Smale, R. L. Devaney. Differential equations, dynamical systems and an introduction to chaos. 3“ ed. (2013)
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Existéncia e unicidade

Para que

ax =,

— = t

T =F@n
tenha solugéo Unica, as fungdes f; e suas derivadas 9f;/0x;
(i,j =1,2,...,n) devem ser continuas.

Contra-exemplo

dx
= 35, x(0)=0

d - 3dt 5[{’* ) MJ = 5 (t-t)
j‘(x%»qk N 45§,”‘\\

Xo }
[5 x‘\/;‘ﬁ = 5“"”)
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Contra-exemplo de existéncia e unicidade
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Conseqtiéncia de existéncia e unicidade

@ Se (1) e ¥»(1) s@o solugdes de um sistema
dx -
ar =f(x)

onde existéncia e unicidade estédo garantidas (pelas condi¢des
acima), entao se para dado 7y

%1 (to) = %2(to)

entdo estas solugdes devem ser iguais para todo .
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Caso unidimensional - exemplos

1)

dx .
i (x — 1)[e* — 3sen(4x)]

@ x(z) = 1 é claramente uma solugéo = qualquer Cl x(0) < 1 leva a
uma solugé@o que nao pode ultrapassar 1!

2)
dx
5= (x—1)(x+3)
@ xj=1lex;=-3
@ solugdes com —3 < x(0) < 1 devem permanecer neste intervalo.
@ sex(0) =—-2oux(0)=—-47
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Caso unidimensional - exemplos fl2) = (z-1) [24%) = 1vs Do

2) (cont.)
@ sex(0) =—-2oux(0)=-47?

>——x

L

A (-)(xe3) = 4lx)

o

JIEE (C2) k) M)éo

fl) = (900) (e - ES)(-0 0

=
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Caso unidimensional - exemplos

3) Strogatz, exemplo 2.5.2:

i=1+x* comx(0)=x)=0

4) Strogatz, x = sen(x)
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i : LA )
Caso bidimensional flxl; a (adsic

. . _ . = Axg
Seja um sistema bidimensional autdnomo dx, B dg M /4F B &
— - £
dx) Ax\ At M, A%” :
—_— = X1, X
i filxr,x2) N
dx; n vade da.
ar = fa(x1,x2) fonti  vioe,
Pode-se reescrevé-lo como ’A o s
“ ”\"\wﬁdc\

dxy  fox1,x2)
—— =" = h(xy, x
dx; fi(x1,%2) G, 2)

@ htem um Unico valor em quaisquer x; € x;, exceto para pontos de
equilibrio. (O mesmo vale para dimensdes > 2).

@ hrepresenta a inclinagdo no da reta tangente a trajetéria no
espaco de fase.
= trajetdrias s6 se cruzam em pontos de equilibrio.
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Equacao de primeira ordem separavel

Uma equagao é dita separavel se

dx dx
0 = f(x,1) = g(x)h(t) = g(—x) = h(r)dt

Se h(r) = 1, a equagdo é autbnoma e
x(1) t
/ . :/ h(t)dt =t — 1.
x(to) g(x) fo
Logo:

@ x(1) = x(t — 1y).
@ No caso ndo-autbnomo, x = x(z, 7).

A equacéo é dita integravel quanto é possivel resolver as duas
integrais acima analiticamente, obtendo-se x em fungéo de 7 e 1.
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Exercicios

Monteiro cap 3:
3.1 - 3.9, 3.11 (epidemia de variola - artigo no Moodle), 3.13

Mendeli (IF-UFRGS) Introducéo aos sistemas dinamicos Aula 3 -2020-1 15/14



Referéncias
@ Luiz H. A. Monteiro, Sistemas dindmicos, 3¢ ed., Editora Livraria da Fi-
sica, Sao Paulo (2011)

@ Steven H. Strogatz, Nonlinear Dynamics and Chaos, 2" ed., CRC Press,
Cambridge (2015)

© Morris W. Hirsch, Stephen Smale, Robert L. Devaney, Differential equa-
tions, dinamical systems, and an introduction to chaos., 3" ed., Acade-
mic Press, Waltham, USA (2013)

Mendeli (IF-UFRGS) Introdugao aos sistemas dinamicos Aula 3 — 2024-1 17/17



