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@ Classificagio de sistemas dinamicos
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Definicoes

Sistema dindmico: Conjunto de objetos agrupados por interagao ou
interdependéncia, com relagdes de causa-efeito entre os elementos.
Algumas grandezas caracterisiticas variam no tempo.

Ex.: circuitos elétricos, Jupiter e suas luas, o sistema nervoso, ...

Por que estuda-los se resultados tedricos, experimentais e
simulacionais nao necessariamente coincidem?

© Para fins de projeto

@ Para entender algo existente

© Porque o teste experimental é perigoso/custoso

@ Porque é interessante!

Obijetivo: Prever o futuro de um modo cientifico.
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Adequacao do modelo

Exemplo: O que é mais adequado para modelar um homem?

a) foto b) manequim c¢) macaco
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Adequacao do modelo

Exemplo: O que é mais adequado para modelar um homem?

a) foto b) manequim c¢) macaco

3 e }

pintor alfaiate bidlogo
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Gravitacao de Newton
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Voyager_ Path.jpg: created by NASA; derivative work: Rehua, Public domain, via Wikimedia Commons

Thornton, W.E. e Marion, R.C., “Classical dynamics of particles and systems”, 5 ed, p.311
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Parametro vs. variavel

Sistema paradigmatico: o péndulo

d>o g
W = —Ysen(e)

t — variavel independente
0 — variavel dependente
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Classificacdo dos sistemas dinamicos

Variavel temporal — continuo ou discreto

, x(t4+1)—2x(r) =0 linear, 14 ordem
discreto =~ m
(t +3)x(z) — 3x(t —2) nao-linear, 5 ordem
) 4x(t) = linear, 1 ordem
continuo =
Px ) (dt) nao-linear, 3* ordem

= Ordem define o tamanho do vetor de condigdes iniciais.
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Modelos lineares
Tempo discreto

an(t)x(t+n)+ap_1x(t+n—1)4+---+a(t)x(t+ 1) + ao(t)x(t) = F(t)

Tempo continuo

d"x(t)
dr

oot al(t)dx—(t) + ao(0)x(1) = F ()

an(1) dt

© Principio de aditividade
Fi(t) + Fa(t) — x1 (1) + x2(1)
© Proporcionalidade entre excitacao e resposta
kF(t) — kx(t)
= Principio de superposicao:

lel(t) + kze(l‘) — klxl(t) + kz)Q(t)
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Tipos de sistemas

@ Parametros fixos ou dependentes do tempo
@ Variaveis concentradas (EDQO) ou distribuidas (EDP) \J Pomfranla - Puganinrg
@ Instantédneo ou dindmico (com memoria)

b fugue vidios
Exemplos de memoéria

@ Tensao em um capacitor mds - Y ¢ 4 ;(&)
I & — N
Vi) =+ / i(1)dr oo g
C o A ssw("-* P23 w\m'@"\‘\

@ Equacao de Langevin generalizada (origem na hidrodinamica)

st
md\;(t[) + /_oo aft— [/)v(t/)dt/ = Frand(1)
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Equacao de Langevin generalizada

— _/tR(t— I dt’
0
:/p(w) cos(wt) dw

B
2y [ w
. ?<@> ,w < Wp
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R(@)
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Vainstein, M. H. et al. Europhys. Lett., 73, 726 (2006)
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Classificacado de sistemas dinamicos sem memoria

TIPO TEMPO | VARIAVEIS | EXTENSAO
ESPACIAL

E.D.O. continuo | continuas | local (1 ponto)

Mapas discreto | continuas | local (1 ponto)

(aplicacoes)

E.D.P. continuo | continuas | continuo

Redes de E.D.O. | continuo | continuas | discreto
Redes de mapas | contimo | continuas | discreto
(aplicagbes aco- |dsute
pladas)

Autdmatos celu- | discreto | discretas | discreto
lares
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Exemplo de Autémato celular: Regra 30

Ap6s 250 iteracoes:
rule 30
EEE | EE IJI|IDE Cmm EIIDIDDIFED‘
O/ m | m | ®m | m | O

0 (4] 0 1 al 1 1 0

Weisstein, Eric W. "Rule 30."From MathWorld—A Wolfram Web Resource.

http://mathworld.wolfram.com/Rule30.html
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Introducao

analiticas — nao existe sempre

Solugoes para EDO .

numéricas — recalcular para cada C.I.
Aprenderemos a teoria para a realizacdo de um estudo
qualitativo das solucées, i.e., que familias de solugbes podem
ser associadas a valores de pardmetros e/ou das C. I.

@ Técnicas para solucao de eqg. dif. com énfase na abordagem qua-
litativa

@ Definigoes: sistemas autbnomos/nao-autdbnomos, conservati-
vOs /nao-conservativos, pontos de equilibrio, estabilidade
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Forma geral para equacodes lineares

TRPT al(t)dxd—(tt) + ao(1)x(r) = F (1)

Se F(t) = 0, a equagao é dita homogénea, caso contrario € chamada
de ndo-homogénea

N&ao ha um método analitico geral para se obter a solugao explicita
desa equagao para quaisquer coeficientes a;(t) e entrada F(t).

O que se sabe resolver de modo geral? Apenas equacao linear de 1¢
ordem!
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Eq. dif. de 1“ ordem: fator integrante

It G»ﬂ—’(l\l(‘»\} 3.1
a (t)% + ao(t)x(t) — F(t) = 0
E)(h(_/l'{& 83 15
Se a;(t) # 0, para qualquer t, entao

(1) - RN
W eyt - a0 = (g
onde
=20 e a=10
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Eq. dif. de 1 ordem: fator integrante

A solucéao analitica é entao dada por
1 /t / / /
x(t) = — t)q(t)dt + C|,
0 = ) (a0 +C]

onde C é uma constante determinada pela condicao inicial e

) = exo ([ pttrar)

é o fator integrante.
=- a solucao pode ser impossivel de integrar analiticamente

Boyce, W.E. e Di Prima, R.C., “Equagbes diferenciais elementares e problemas de valores de contorno”, 5¢ ed, p.13

Monteiro, L.H.A., “Sistemas dinamicos”, 3 ed, p. 77-78, exercicio 3.2
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Eq. dif. de 2¢ ordem

2X X
o dtgt) +ari()” d(tt) + ap(1)x(t) — F(t) = 0

Nao ha método geral!

@ Solugéo geral apenas se todos a; sdo constantes
@ Podem-se tentar solugbes em série de poténcias

oo
#1) = Z cit
j=0
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Eq. dif. de 2¢ ordem

Equacao de Bessel (Orbitas planetarias: simetria cilindrica)

,d*x(t) > tdx(t)

2 2 _ —
o o + (== b")x(t) =0, b = constante

t

Equacao de Legendre (gravitacao: simetria esférica)

2
(1— tz)d;;gt) - 2td“);(tt) +1I(I+ 1)x(r) =0, [=constante

Equacao de Euler

2
24 x(1) I atdx(t) +bx(t) =0, a,b=constantes

dr? dt
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Equacao de Euler

2 d’x(t) dx (1)

i + at o +bx(t) =0, a,b = constantes

Solugéo: x(r) = ¢, onde 3 é raiz do polinémio

B4+ (a—1)+b=0
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Técnicas de analise

Escrever a equacéao de ordem n como um sistema de n equagdes de
14 ordem.

Ex. Reescrever

d*x dx
-z —F
a (1) T +ay(t) o + ap(t)x (1)
como
dx1
—_— = t
a =2

do _ F() al(t)x _aolt .
i  w) al)’ al)

~— | —

Mendeli H. Vainstein (IF-UFRGS)
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Técnicas de analise

Em forma vetorial, temos

0= [0 50 = [ ] 50 =[]
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Técnicas de analise

@ Estado do sistema em um instante ¢ é especificado pelos valores
das variaveis de estado x;(r) no instante

@ Notacgao simplificada

@ Computacionalmente mais facil lidar com sistema de equacgdes
de 19 ordem

@ Conceito de espaco de fases = técnica qualitativa

@ Técnica analitica
© Técnica numérica
© Técnica qualitativa (comportamento assintético)
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Espaco de fases

Espaco n-dimensional, cujos eixos coordenados sao xi, xa, . .., x,. Um
estado é representado como um ponto com coordenadas
(x1(2),x2(t), ..., x,(t)). Este ponto se movimenta com o passar do

tempo de acordo com
dx1

E :fl(xl,xz, . ,xn,t)
de
E :fz(xl,)Q, ey Xn, t)
dx
d_tn = fu(x1,X2, ..., Xn, 1)

Aula 02 -2020-2 26/36
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Espaco de fases

Na notagao vetorial
ax -
= 7t 9
L =F@E )

comfi:BxR. —-A(j=1,2,...,n),sendo BC R", A CR.

@ As fungbes f; definem o campo de velocidades desse sistema.

© Retrato de fases é o nome dado ao conjunto de curvas obtidas
pela evolugao temporal do sistema a partir de todas as condi¢oes
iniciais para as quais as f; sao definidas.
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Exemplo 1

TN
0‘\*1/0lJr B dxy X
— 7 dxy X1
”\)Ym 7X1d)€1 = deXQ
N5
Ax K 2t2=¢
Ao
PV
o Sk
)XI/A\
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Exemplo 2: Péndulo simples

20
dd? — —%SCH(Q), se 9 << 1,Sel’l(9> ~ 9
df
L
d_f’ = —2sen(f)
g ¢ @_ &
o —fsen(d) " d¢ Isen(0)
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Exemplo 2: Péndulo simples

T
T— ] [

sen(6)df = —é(bdqﬁ V\M”" E
_ / sen(0)df = / lgbdd N 3 ﬁ S G

cos(f) = igz +C

I
Stable equilibrium Unstable equilibrium

= :l:\/%\/c + cos(#)

Thornton, W.E. e Marion, R.C., “Classical dynamics of particles and systems”, 5¢ ed, p.159
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Sistemas autonomos e ndo-autonomos

@ Sistema autdnomo: sistema a paradmetros constantes cujas fun-
¢oes de entrada independem explicitamente do tempo (a; e F
constantes) = X = X(t — 1)

@ Sistema nao-auténomo = X = x(t, 1)

@ Sistema nao-auténomo pode ser escrito como auténomo, to-
mando x,+1 =t € dx,+1/dt = 1.

Sistema autbnomo linear:
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Sistemas conservativos e dissipativos

@ Conservativo: conserva o “volume” no espago de fases
@ Dissipativo: o “volume” no espacgo de fases se contrai com o tempo.

Seja o sistema autbnomo
e apos dt T._r;dU
i (W
f& 1), i

E = superficie S(t)

Em um tempo infinitesimal dr, um elemento de area dS “cria” um
volume (7 - fdt)dS
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Sistemas conservativos e dissipativos

Teorema da divergéncia

Se o sistema é conservativo, ffl—‘,’ = 0, o que é sempre verdade se

- =

V-f=0.
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Sistemas conservativos e dissipativos

Divergente: 5
= 2 Oh | Of I
V= Ox; | Oxy ot Oxp,
Se o
V-f<0 —  dissipativo
V-f>0 — expansivo
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Exercicios

Classifique os sistemas abaixo quanto a serem conservativos ou nao

. 2
@ Sistema massa-mola: £ = —kx

@ Péndulo com atrito: %2[? = —8sen() — p%2

© Sistema de Lorenz:

X

d—:U(Y—X)

i

Y _X(r-z)—v
i

iz

— =XY - pZ

i 3
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Estabilidade

Pergunta: Para que valores de parametros e C.l.s um sistema exibe
um comportamento dindmico estavel ou instavel?

Ex.: Avido: Equagdes da hidrodindmica (ndo-lineares). Para que conjuntos de valores
das condigdes iniciais e dos parametros a aeronave permanece em v6o?

@ Estabilidade de uma solucao estacionaria

o Estabilidade Orbital: estabilidade uma solucao periddica
@ Estabilidade estrutural de uma equagao diferencial: preservagao
ou nao da topologia do espaco de fases
» Bifurcagbes = mudanca da topologia do espaco de fases
» Quado robusto é o retrato de fase sob uma perturba¢do do campo
vetorial completo? (realizada através de uma perturbagéo da equa-
¢éo diferencial)
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