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The atom of modern physics can be symbolized only through a partial differential
equation in an abstract space of many dimensions. All its qualities are inferential; no
material properties can be directly attributed to it. An understanding of the atomic world
in that primary sensuous fashion...is impossible.
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5.1: Aplicacao da Equacao de
Schrédinger ao atomo de Hidrogénio

A energia potencial do sistema elétron-préton é eletrostética:

2
€

V(r)=-

dmeyr

Usando a equagéao de Schrddinger independente do tempo em trés
dimensoes.

2 2 v 2
2my(x,y,z) Ox oy oz

Para atomos do tipo do Hidrogénio (hidrogendides) (He+ or Li++)
Substituir 2 por Ze? (Z é o nUmero atémico).
Substituir m pela massa reduzida, u.
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Coordenadas Esféricas

O potencial V(r) depende da
distancia r entre o préton e o
elétron. 1

Simetria radial: usar coordenadas
esféricas polares.

x = rsin f cos ¢

y = rsin 6 sin ¢

z=rcost

f = cos” ! % (Polar angle)

¢ = tan ! }; {Arimuthal angle)
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Equacao de
Schrodinger em
Coordenadas
Esféricas

Transformando a
equacao de Schrddinger
dada em coordenadas
espaciais, para
coordenadas esféricas

temos:
1 &( 50 1 &f. & 1 o'y 2
e (rzfiwj+ 5 (sm&' ﬂw)+ o g "";+ ‘;[J’:—V}w
reor or /| risingd éd af ) rism 0dg”  h
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Solucao Separavel

A funcéo de onda ¥ é uma fungéo de r, 6, ¢. Esta é uma fungao
potencialmente complicada.

Vamos assumir que y seja separavel, isto é, o produto de trés
fungdes, cada uma dependente de apenas uma variaavel

w(r.0.9) = R(r) /(0)g(#)

Isto pode tornar nossa vida bem mais simples!! E funciona muito bem!

Mircia Russman Gallas (FIS01184) IF-UFRGS

5.2: Solucao da equacap de Schroédinger
para o atomo de Hidrogénio

Separar a equacao resultante em trés equacoes: R(r), f(0), € g(d).
As derivadas:

B

dw &R oy af oy .0%g
= =R =R
o o a0 o0 ap Mo
Substituir:

3 58 P A A’
fgalrgcﬁ]r Re U(Siﬂﬂbf“ Rf &g 2u

. - + SO(E-VIRfg =0
rPér\ ér) risin0d0 80} r’sin’0dg’ hl': We

Multiplicar ambos os lados por 72 sin? 6/

P Y . - o
ames [r3iﬁj—z‘;‘rzsinzﬂ{ﬁ—ﬂ—sma ° (sina“f] .-
R ér arl h ; g
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Solucao da Equacao de Schroédinger para H

n@af .erRY 2 . . ind 8. &Y 1d%
SR Y Of,2d J— fri sin g(E 1)1 °© [smﬂer= ¢ j;
R ar\, dr h o o) gog

= re 6 aparecem apenas do lado esquerdo e ¢ aparece sémente do
lado direito.

= O lado esquerdo da equagao ndo pode variar se ¢ varia.
= O lado direito ndo pode variar com r ou 6.

Cada lado precisa ser igual a uma constante para a equacgéo ser vélida.
Vamos estabelecer que esta constante seja —m?

a‘zg
d¢’

= -m,’g| equacdo azimutal

- . . | g
E conveniente escolher a solu¢cdo como sendo |€ .
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Solucao da Equacao de Schrodinger para H

satisfaz a equagdo azimutal para qualquer valor de m;,.
Esta solugao deve ter um valor Unico (single valued) para ser uma
solucao valida para qualquer ¢:

g(g) =gl +2x)

eﬂ _ Ezmm,

glg=0)=gl¢=2x)

m, deve ser um inteiro (positivo ou negativo) para isto ser verdade.

Agora vamos igualar o lado esquerdo da equacao a —m e rearranja-la
[dividindo por sin?*(6)].

- - 2 z & ai
1é [rz LR)‘ 2ur (E-V)= mi ] & [sinﬂc'f
Rar\ ar) W sin“@ fsind &g aa )

Agora, o lado esquerdo depende somente de r, e o lado direito
depende somente de 6.
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Solucao da Equacao de Schrodinger para H

or )} };1

18( ,8RY 2ur® ? 1 af. &
af 28R 2pr (E-V) = m{z - Slnﬂd
Rér sin“@ [sindafh, o

Cada lado deve ser igua a uma constante, que vamos colocar
convenientemente como {(f + 1).

2
1d [ﬁ‘m]+2‘”[£—1’— h ‘““”JR 0 Equagdo Radial

rdr dr) n 2u r’
1 d . _dh m,* =
0= |+| £(+1)——% =0 Equacgao Angular
sinﬂdﬂ[sm dﬂf{{ +D sinzﬂ}f atagac Ang

Separamos a equagao de Schrddinger em trés equagdes diferenciais
ordinarias de segunda ordem, onde cada uma contém apenas uma variavel.
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Solucao da Equacao Radial para H

A equagcao radial é chamada de equacéao de Laguerre associada e as
solugdes R sdao chamadas de funcdes de Laguerre associadas.
Existem infinidades delas para valoresden=1, 2,3, ...

Assumindo que o estado fundamental tem n =1 e £ =0, vamos achar esta
solucao.
A equacéo radial fica:
1 di - dﬁ‘] 2.
r + E-1R=0
r’ dr( ar)"

» dR
dr

2 2
d R+2dR+2,u[F_ e ]R:ﬂ

dr® rdr i’ 'Tdmc:nr

A derivada de r leva a dois termos, ficando:
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; luca E 5
Tente a solugdo: R =Ae "™ Solucao da_ quacao
A é uma constatne de normalizagéo. Radial para H

a, € uma constante com dimenséo de comprimento.
Derive R e coloque na equagéo radial.

2 2 2
df+1dﬂ+2f Ee € |pe0 = 12?2,;;;:. :_ dez 2 ]:U
dr® rdr h dmeyr ay” h dmeh” ay |r

Para satisfazer esta equagao para qualquer r, ambas expressdes em
parénteses devem ser igual a zero.

2
Colocando a segunda expressao igual a ay = 4ﬁﬂf
zero e resolvendo para a,: e
. . ~ 2
Colocando a primeira expressao igual a F h” 5

zero e resolver para E: - Eyaﬂz - "J)

Ambos sao iguais aos resultados de Bohr!
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QUéntiCO dr* ’ rodr ’ W : dmeyr

Numero d’R 2dR 2#[ L€ ]R=n
Principal n

Existem muitas solugbes para a equagao de onda radial, uma
para cada valor positivo de n.

O resultado para a energia quantizada é:

uf 2 Y1 E 2 Y
P __=0 E—ﬂ(e] —13.6 eV

I — 0=
n 2 4”80h nz n2 2\ 4meyh

A energia negativa significa que o elétron e o préton estéo ligados.
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5.3: Numeros Quanticos

Os trés numeros quanticos:
n:  Numero quantico Principal

my:  NUumero quéntico Magnético (azimutal)

As restricoes para os numeros quanticos:
n=1,2,3,4,...
£=0,1,2,3,...,n-1
my=—b -L+1,...,0,1,...,0-1,¢

£: Numero quantico do momento angular orbital

Equivalentemente:

Os niveis de energia sao:

n>0
{<n E :_ﬁ E
Imyl < ¢ " nz

n

13,6

eV
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Funcoes de onda radiais para o atomo de H

Hydrogen Atom Radial Wave Functions

Algumas
g 0 = (4 Rn((r)
funcoes
de onda
—/
paraR,, 1 0 ( Y72 "
( ) —r/2a,
2 0
ay / (2a,)%?
7:/2{1,
Subscritos 9 i
em R ﬂn \/\—(Za” b
indi 1 2 7 r? .
indicam os 5 0 L (27 e 2_t>e—1/xm.
valores de (ag)*"* 81V3 ap " af
ne{), 3 1 Il L(‘ﬁ_r>167r/3”
(“n)”z 81V6 ay/ ay
1 4 7a
3 2 A L8
(a0)” 8130 ai
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Solucao das Equacoes Angular e Azimutal

As solugbes para a equacéo azimutal séo are: "™

Soluticbes para as equacgdes angular e azimutal estao
ligadas pois ambas tem m;,.

Fisicos em geral agrupam estas solugdes em fungdes
chamadas de Harménicos Esféricos:

Y(0,9)= f(0)g(¢) harmébnicos esféricos

Mircia Russman Gallas (FIS01184) IF-UFRGS

Normalized Spherical Harmonics Y(6, ¢)

A
Harmonicos . .
7 ¢ (-
Esfericos l
H 0 0
Normalizados v
1 0 %\J% cos
I =1 :é\-‘;% sin @ e
: 0 - “E‘E(“i cos?9 — 1)
- aN ™
2 =l B "I‘—% sin f cos B e
- oV 27 :
2 +2 ll\.’zl; sin? @ ¢=21¢
2 0 d “;‘Z(G cos® @ — 3 cos B)
4Nz o
3 = :l "‘—1 sin 6(5 cos* @ — 1) =
= - Y 5 cos
o +2 %\.’% sin® 0 cos 0 ¢4

sin®f ¢~
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Solucao das Equacoes Angular e Azimutal

A funcao de onda radial R e os harménicos esféricos Y determinam a
densidade de probabilidade para varios estados quénticos. A fungao
de onda total (r.0,¢) depende de n,{, e m, ficando:

V/nﬁmg (]",9, ¢) = RnE (r)Y!,’me (95 ¢)
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Numero Quantico € do momento angular
orbital

= Niveis de energia sdo degenerados com respeito a { (a energia é
independente de {).

= Usamos letras para os varios valores de { :
£= 0 1 2 3 4 5...
Letra = s p d f g h...

m Estados atdmicos sao geralmente referidos pelos seus valores de ne L.

= Um estado com n=2 e £ =1 é chamado de estado 2p.
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Numero Quantico € do momento angular

orbital

Esta associado com as partes R(r) e f(6) da fungéo de onda.

Classicamente, 0 momento angular orbital L = Fx i com L=mv, ;.-

L esta relacionado a { por

L =L+ 1)h
Num estado £=0, L =+/0(l)h=0

Isto discorda do modelo “planetario”
semi-classico de Bohr onde os
elétrons orbitavam no ndcleo com L = ni.
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()

T
—

Orbitas Classicas—as quais nao
existem na mecanica quéantica

= O angulo ¢ é o angulo com o eixo z.

= A solugéo para g(¢) mostra que m, é
um inteiro e esta relacionado a
componente z de L:

L. =mh

&

Exemplo: € =2:

L= Ji(f+1)h = Joh

Somente certas orientacdes de L
sao possiveis. Isto € chamado de
quantizacao espacial.

E (exceto quando £ = 0) nos
simplesmente nao sabemos L, e L,!
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Numero Quantico
Magnético m,

W-------5 me=2

L mp=1
— L= +])h

:\f%ﬁ

my=10

me=—1

mp=—2
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5.4: Efeitos Magnéticos no Espectro
Atémico — Efeito Zeeman

™~

Em 1896, o fisico holandés Pieter Zeeman O Proton
mostrou que as linhas espectrais emitidas pelos

atomos num campo magnético se separam em
multiplos niveis de energia. Isto é chamado de Efeito Zeeman.
Considere que 0 atomo se comporta como um pequeno magneto.

Pense no elétron percorrendo uma 6rbita circular em volta do nucleo, como
se fosse uma corrente elétrica onde I=dq / dt. Se o periodo € T=27xr/ v,

o
\

entdo I=-e/T=-e/27rIv) = -ev /277 grea A do anel

N\ !

O anel de corrente tem um momento magnético u =IA = [-e v/2zr)] x1? =
[-e/2m] mrv:

e i onde L = mvr é 0 mdédulo do

2m momento angular orbital.
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- N e -
O Efeito Zeeman g=——1T7L
2m
r . . .
A energia potencial devido ao
T campo magnético é:
Q© Proton
| /
;‘ o_—
7 Vg =—a- B

Se o campo magnético esté na diregcao z, s6 nos interessa a dire¢cao
da componente z do momento magnético g

e e
H. = _%Lz = _%(mzh) =—Uym,

onde u, = efi / 2m é chamado de magneton de Bohr.
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O Efeito Zeeman

O campo magnético separa os niveis m,. A energia potencial &
guantizada e agora também depende do numero quéantico magnético m,.

Vg =-pu.B =+pum,B

Quando um campo magnético € aplicado, o nivel 2p do hidrogénio
atdmico é separado em trés estados de energia diferentes com uma
diferenca de energia entre eles dada por AE = ;B Am,.

m, | Energy (=1 e
— 1
1 | E+ugB (=1 AE=py, B
n = 2 —— - 0
0 E, AE 4
1| E,-uB BE=0 B= Bk
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O Efeito —
Zeeman g ik 0
—1
Energy
A transicdo de 2p para 1
1s, separada pelo
campo magnético.
1s £=0 : Y Y
BE=0 B= B,k

MardaRussman Gallas (FIS01184) IE-UFRGS
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O Efeito Zeeman

Um feixe de particulas atbmicas num estado { = 1 passa através de
um campo magnético ao longo da diregao z.

—
j p-state
Atomic atoms North
beam

oven

Ve=—uB

Zz

F, =—(dV,ldz) = u(dB/dz) =—p,m,(dB/ dz)

O estado m, = +1 ser4 desviado para baixo, o estado m, = -1 para
cima, e o estado m, = 0 ndo serd desviado.
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5.5: Spin Intrinsico :

Em 1925, dois estudantes de doutorado
Samuel Goudsmit e George Uhlenbeck,
na Holanda propuseram que

o elétron deve ter um
momento angular intrinsico
e portanto um momento magnético.

Para explicar seus dados experimentais, eles propuseram entao:

o elétron deveria ter um numero quantico intrinsico
de spin s =12

Mircia Russman Gallas (FIS01184) IF-UFRGS
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Spin Intrinsico

O elétron girante (“spinning”) se
comporta como um elétron que faz uma
orbita num campo magnético.

O nuamero quantico magnético de spin
m, tem sémente dois valores, m = Y.

1
) O spin do elétron sera para cima (“up”) ou
‘- B , Ppara baixo (“down”) e nunca pode estar
" V4" girando com seu momento magnético
exatamente na direcdo do eixo z.
1 5
W=~ e S|=Js(s + 1k =3/4h
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Spin INtrinsSico  Lempre: 4, =~ -Le #=ch/2m
m

S
O momento magnético é i, = ~(e/m)S, or — 2,5/ h . I
O coeficiente de S/h & -2u,.

Introduzindo o raio giromagnético, g: g,=1e g =2:

_J,';#j;-;: — _-lu!!'r‘-' e ﬁ; — _'-If:-'uﬂ!' S .IHII.!:
] h h i

~ n
A componente zde § é S ,=mh=%— .

My =

Para uma estado { = 0 temos:

= Nenhuma separagéo devido a #,

= N&o existe quantizagao do espago devido ao spin intrinsico

Aplicando m, , a energia potencial fica: ¥, =4, -B =+ °S.B
m

Mircia Russman Gallas (FIS01184) IF-UFRGS
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5.6: Niveis de Enegy s P D
- — —{= 1
Energla__e N 5
PrObabIIIdades -15 3 “—Fseries
Eletronicas

D series
-34 2

Para o hidrogénio, os

niveis de energia

dependem do nimero

quantico principal n.

No estado fundamental,
uma atomo nao pode emitir
radiagcdo. Ele pode absorver
radiacao eletromagnética,
ou ganhar energia através
de bombardeamento
inelastico com particulas. —136 1 —L—
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Regras de Selecao

Podemos usar as fungbes de onda para calcular
probabilidades de transicéo para o elétron “pular” de um
estado para outro.

= Transicoes Permitidas:
Elétrons absorvendo ou emitindo fétons
podem mudar de estados quando Al = £1 e Am,=0, 1.

= Transicoes Proibidas :

Outras transigdes sao possiveis An=qualquer
mas ocorrem com probabilidades Al=%1

muito menores. Am,=0, %1

Mircia Russman Gallas (FIS01184) IF-UFRGS
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Funcao Distribuicao de Probabilidade

Usamos as fungdes de onda para calcular a distribuicao de
probabilidades para os elétrons.

A “posigao” do elétron é distribuida sobre o espago e ndo é
bem definida.

Podemos usar a fungdo de onda radial R(r) para calcular a
distribuicao de probabilidade radial para o elétron.

A probabilidade de encontrar o elétron num elemento
diferencial de volume d7 é

dP =y *(r,0.¢9) y(r,0,¢) dr
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Funcao Distribuicao de Probabilidade

O elemento diferencial de volume em coordenadas esféricas &

dr =r’sin0 dr dO d¢
Portanto,

] =
P{r}dr:rzﬁ‘{r]!t{r}drju £(0)sing dﬂjﬂ e(¢)’ do

No momento, estamos sémente interessados na dependéncia radial.

P(r)dr=r*[R(r)’ dr

A densidade de probabilidade radial é P(r) = r’IR(r)I> € depende
sémente de n e ?.

Mircia Russman Gallas (FIS01184) IF-UFRGS
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Funcoes
Distribuicao
de
Probabilidade

R(r) e P(r) para
0s estados mais
baixos do atomo
de hidrogénio.
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Radial wave functions (R,) Radial probability distribution (P,;)

2— 0.6—
1 0.3 Py
Ry

0 ol I O O I A |

0 5 10 15 0 5 10 15 20
0.8
0.4

0

—0.1
0

0.4

Radius (a,) Radius (a,)

A densidade de probabilidade para o atomo de hidrogénio para trés
diferentes estados eletrénicos.

n=
{ =

&
I+ =10

Mircia Russman Gallas (FIS01184) IF-UFRGS
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Atomos com muitos elétrons

Quando mais de um elétron esta envolvido, o potencial e a
funcao de onda sao fungdes de mais de uma posicao:

V=V, B, fy)

P =P(F 7, Pt

Resolvendo a Equacgéo de Schrédinger neste caso pode ser
muito dificil. Mas podemos ter uma solugao aproximada fazendo
o produto de fungdes de onda para particulas Unicas:

Y(7,5,..1ry,) =¥ ,(7,t) ¥, (7,t) - P, (7y,1)

E isto faz com que, para elétrons (e outras particulas com spin '2),
todas as \P,'s devem ser diferentes. Isto é o Principio de

Exclusao de Pauli.
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Moléculas tem muitos niveis de energia

Niveis de energia tipicos pal

eletrénico

29 estado {
excitado

Energy

ra uma molécula:

=

+ E

electonic vibrational +E rotational I

«— Niveis mais baixos dos

12 estado
eletrénico
excitado

Estado
eletrénico

fundamental

Transicao

——

estados vibracionais e
rotacionais

Niveis excitados dos
estados vibracionais e
rotacionais

Existem muitas outras
complicagbe, como
acoplamento spin-orbita, spin
nuclear, etc., que podem
separar ainda estes niveis.

Como resultado, moléculas geralmente tem espectros muito complexos.

Mircia Russman Gallas (FIS01184) IF-UFRGS
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Principio de Incerteza Generalizado

Definindo a Comutacao de dois operadores, A e B, como:

[A,B]= AB-BA

Entao a relacdo de incerteza entre dois observaveis correspondentes sera:

AAAB 2>

1
2

I‘P*[A,B]‘P‘

Assim se A e B comutam, os dois observaveis podem ser medidos
simultdneamente. Se nao, eles ndo podem. Exemplo: momento (p) e

0Si¢ao0 (x
posicao (x) p,x]‘l‘E(px—xp)‘Pz[—ihij(x‘l‘)—x(—ihij‘l’
ox ox
ox 'Y o

p=—ih— :(—ih—‘P—ihx —]—x(—ih- —j =—in¥
ox ox ox

Apmz%‘j\y*[p,x]\y‘zé‘—ihjly*w‘:% ——— ApAx = h/2
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Dois tipos de incerteza em Mecanica
Quantica

Nd&s vimos que algumas quantidades (por exemplo, niveis de energia)
podem ser calculados precisamente, e alguns ndo podem, como o
momento angular orbital (L,).

Independente do caso, a precisdo dos valores medidos esta limitada
pelo Principio de Incerteza. Por exemplo, energias podem somente
ser medidas com uma preciséo de 7 /At, onde At € o tempo usado para
fazer a medida.

E existe outro tipo de incerteza: nés, muitas vezes, ndo sabemos em
que estado o atomo se encontra!

Por exemplo, suponha que temos um conjunto de 100 atomos, que
nds excitamos com apenas um féton. Sémente um atomo (dos 100)
sera excitado, mas qual deles? N6s podemos dizer que cada atomo
tem 1% de chance de estar num estado excitado e 99% de chance de
estar no estado fundamental. Isto € chamado de superposicao de

estados.
Mircia Russman Gallas (FIS01184) IF-UFRGS
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5.7: Superposicao de estados 5

Estados estacionérios séo estacionarios. Mas um atomo pode
estar numa superposicao de dois estados estacionarios, e esta

superposi¢ao se move.

W7, 1) =ay,(r)exp(—iEt/ h)+ a,y,(r)exp(—iE,t | h)

AOSIEE 1w of =lap D +a (P +
é dada por: .
2Reay, ()W, (7F)expli(E, — E)t /1]

Onde la;* é a probabilidade do atomo estar num estado .

Interessante!!! Esta falta de conhecimento sobre qual estado o &tomo se
encontra, significa fisicamente que o atomo esta vibrando!

Mircia Russman Gallas (FIS01184) IF-UFRGS

Superposicao de estados

Vibragdes ocorrem numa freqiiéncia que é dada pela diferencga de
energia entre os dois niveis. /

WE 0| =|ay P +|ay, FIf +
2Reay,(F)aw, (¥)expli(E, — E, )t/ h]

Nivel excitado, E,

o N

Energy —
]
>
<

Nivel Fundamental, E,

O atomo esta vibrando a

uma freqiiéncia v. O &tomo estd no minimo

parcialmente num estado excitado.
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