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O dia 5 de agosto de 2002 marcou o bicentendrio do nascimento do
matemadtico noruegués Niels Henrik Abel, uma figura marcante nido apenas
pelo seu legado matematico como também pela sua vida curta e atribulada.
Assim sendo, a comunidade matematica internacional tem realizado uma
série de eventos cuja finalidade é comemorar os feitos de Abel e ver em que
diregoes tais feitos nos tém conduzido. Os aspectos mais técnicos do trabalho
de Abel foram discutidos, por exemplo, na Conferéncia do Bicentendrio de
Abel, que teve lugar entre 3 e 8 de junho de 2002 na Universidade de Oslo,
enquanto que aspectos da vida de Abel foram discutidos recentemente por
Liitzen[1], ao fazer uma resenha do livro Called too Soon by the Flames Afar:
Niels Henrik Abel and His Times, de Arild Stubhaug[2]. No inicio deste ano,
0 governo noruegués anunciou[3] a criagdo do Prémio Abel, muito melhor
dotado financeiramente que o Prémio Nobel.

Juntando-nos a tais comemoracoes, na presente edi¢gdo do Boletim ofe-
recemos uma tradugdo portuguesa de um manuscrito de Abel entitulado
Memoria sobre uma classe particular de equacdes resoliveis algebricamente,
publicado originalmente no “Jornal de Crelle” [4].

Mas, serd que tal vetusto manuscrito podera ainda hoje em dia ter algum
interesse outro que o meramente histérico? A titulo de prolegbmenos a
traducao que segue, o objetivo deste texto é o de tentar fazer ver de que
modo, além do imenso interesse matematico, o referido manuscrito tem-se
mostrado mais e mais ser de fundamental importancia para a compreensao
de aspectos da fisica tedérica moderna, mais precisamente na aplicagao a
fisica atomica de conceitos novos provenientes dos sistemas dinamicos.

Dito de um modo sucinto, o artigo de Abel generaliza e estende os re-
sultados apresentados por Gauss na Sectio Septima do famoso livro Disqui-
sitiones Arithmetice[5], onde Gauss trata do problema geral de resolver as
equacoes ciclotomicas, que aparecem quando se deseja dividir um circulo
em um numero arbitririo de partes iguais. Como mencionado por Gauss[6],
apesar da divisibilidade geométrica (i.e. feita apenas com régua e compasso)
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do circulo em trés e cinco partes iguais ser ji conhecida desde o tempo de
Euclides, nada havia sido acrescentado a esta descoberta durante os 2000
anos seguintes, até Gauss observar que a divisao geométrica também podia
ser efetuada quando o nimero de lados fosse igual a 17,257, 65537, ..., i.e. a
um ndmero de Fermat, 22" + 1, que fosse primo, além de outros valores a
eles relacionados[6].

Um dos problemas de imenso interesse na época de Abel era o de resolver-
se com radicais (i.e. através do emprego de um ndmero finito das quatro
operacgoes aritméticas elementares e de extracoes de um numero finito de
raizes) equagoes algébricas de grau superior ao quarto. E que desde as
famosas descobertas das solugoes para equacoes cubicas e qudrticas pelos
algebristas italianos que se buscavam intensamente obter solugoes andlogas
para equagoes algébricas gerais de graus superiores. Abel nao encontrou
tal solucao mas encontrou um sélido resultado ainda mais surpreendente.
Independentemente da elaborada, bela e injusticada demonstracdo encon-
trada por Ruffini[7], Abel publicou[8] em 1826 uma demonstracao da total
impossibilidade da resolucao da equagao algébrica geral de grau superior a
quatro. Assim, apéds a descoberta de que as equagoes gerais de grau superior
a quatro nao podem ser resolvidas com radicais, o melhor que resta a fazer-
se é (i) descobrir quais as equagdes que se podem resolver e (ii) resolvé-las.
Esta é a tarefa que Abel se propde ao generalizar o estudo feito por Gauss
para as equagodes ciclotomicas, um conjunto muito particular e importante
de equacoes que admite solugoes.

A classe particular de equages resoliveis algebricamente descoberta por
Abel baseia-se na seguinte observacgao[4]: se duas raizes z’ e z; de uma
equagao algébrica ¢(z) = 0 estiverem ligadas entre si por uma funcao racio-
nal 6(z), de modo que z’ = 6(z1), entao as quantidades

1,  O0(z1),  0%(z1) =00(z1)),  6(zx1) = 0(6%(x1)), etc. (1)

serdo todas elas raizes de ¢(x) = 0. Mais ainda, Abel observa que se as
raizes de uma equagio ¢(z) = 0 de um grau qualquer estiverem ligadas
entre si como na Eq. (1), de modo que todas as suas raizes possam ser
expressas racionalmente através de uma delas, digamos z, e se mais ainda,
designando-se por 0(x), 61 (z) duas outras quaisquer das raizes em questao,
se tiver

0(61(z)) = 01(0()), (2)

entdo a equagdo () = 0 serd sempre resolivel algebricamente. As equagoes
que obedecem as condigoes (1) e (2) foram posteriormente denominadas de
equagoes Abelianas[9, 10].
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A condigao (1) acima pode também ser re-escrita mais sucintamente
como

Ti+1 = 0($t)7 t=12,..., (3)
que implica termos

To = 9(1‘1), I3 = 9(.’132) = 92($1), T4 = 9(.’133) = 93($1), etc.

(4)

Mas, o que tem a ver a classe particular de equagoes descoberta por Abel
com a fisica moderna?

Um velho problema da mecanica celeste que ainda é muito atual na fisica
tedrica, tanto a nivel cldssico quanto quéntico, é o da classificacao e estudo
do comportamento das érbitas (trajetérias) dos sistemas dindamicos. Um
sistema, dindmico pode ser pensado como uma prescricdo matemadtica que
permite correlacionar o estado do sistema fisico num determinado instante
inicial, ¢y, com o estado do sistema num instante de tempo ¢ no futuro. Em
outras palavras, um sistema dindmico é um conjunto de regras, de férmulas,
que, em termos dos estados passados, permite determinar o estado atual
bem como o estado futuro do sistema. Fisicamente, podemos imaginar o
tempo tanto como uma varidvel continua como discreta. Se o tempo fluir
continuamente, as regras que regem a evolugao temporal dos estados do sis-
tema serdo definidas por um conjunto de equacoes diferenciais, estocasticas
ou deterministicas. Se o tempo fluir de modo discreto, situagdo para a qual
os resultados de Abel aplicam-se diretamente, a evolucdo é controlada por
um mapa f(z;) que, a partir do estado z; do sistema no instante ¢ fornece
o estado z;41 do sistema no instante ¢ + 1:

LTi+1 = f(-Tt)- (5)

Esta é a equacdo de movimento que rege a evolugao do sistema representado
pela fungao f(z).

Como exemplo paradigmético de mapa unidimensional, que sabidamen-
te [11, 12, 13, 14] descreve a dindmica de intimeros processos fisicos reais,
podemos citar o mapa quadrdtico[15]

flz)=a—2 (6)

onde a denota um pardmetro de controle e x representa a grandeza fisica
de interesse. Para a = 2 o mapa acima foi mostrado recentemente[16] como
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sendo o elemento chave de uma rede de mapas acoplados capazes de efe-
tuar computagoes simples, emular as portas légicas usadas na construcgao
de computadores e codificar nimeros, bem como realizar uma variedade de
operacoes aritméticas relacionadas a estas aplicacoes.

Apesar da simplicidade da funcio quadrética (6), o comportamento
dindmico gerado com ela pela equagdo de movimento (5) é extremamen-
te rico. Isto pode ser verificado “experimentalmente” atribuindo-se valo-
res para a e estudando-se o comportamento assimptdtico da sequéncia de
numeros gerados pela iteracdo definida através da Eq. (5). Tal comporta-
mento assimptético poderd ser: (i) um simples ponto fixo (érbita de periodo
k = 1) que se repete, como é o caso quando para a = 0 iniciamos a ite-
ragdo a partir do valor inicial zp = 0, (ii) uma 6rbita periédica de periodo k
arbitrério, (iii) érbitas “cadticas”, i.e. seqiiéncias de nimeros que nio se re-
petem. A extrema complexidade e riqueza dos comportamentos observados
tem sido descrita amplamente tanto na literatura mais direcionada a apli-
cagoes[11, 12, 13, 14], como em extensas monografias dedicadas a questdes de
cunho eminentemente matematico[17, 18, 19, 20, 21]. A mensagem bésica
destes estudos todos é a certeza de que equacoes muito simples, como a
Eq. (5) acima, servem perfeitamente para descrever comportamentos obser-
vados na natureza bem como para realizar certas previsoes. Mais ainda, uma
miriade de trabalhos realizados nas ultimas duas décadas demonstrou cla-
ramente que os comportamentos presentes em sistemas dinamicos “simples”
sao, de fato, propriedades genéricas dos sistemas.

A esta altura, ji é possivel comparar-se a Eq. (5) com a Eq. (3) e
aperceber-se que nao existe diferenga significativa entre elas. Enquanto Abel
partia de raizes conhecidas e buscava uma funcao 6(z) que as relacionasse,
os sistemas dindmicos constituem-se numa espécie de ‘problema inverso’:
tem-se ab initio uma equagdo de movimento f(z) conhecida e investiga-se
as propriedades do conjunto das 6rbitas (periédicas ou ndo) geradas quando
condicdes iniciais e/ou pardmetros sao variados. De qualquer modo, poucas
dividas podem restar de que a classe de equacGes descobertas por Abel é
fundamental para a anilise e compreensao do conjunto infinito de érbitas
gerado pelas equacgoes de movimento dos sistemas dindmicos.

Mas serd que isto é tudo o que se pode afirmar? Onde entra a ‘fisica
moderna’ nesta histéria? Para perceber como a fisica moderna entra em cena
é preciso considerar-se a teoria das érbitas periddicas da mecanica cldssica
e quantica dos sistemas dindmicos que sao cadticos classicamente.

A teoria das 6rbitas periddicas tem como objetivo a extragdo semicldssica
dos niveis de energia E de sistemas quanticos, relacionando suas proprieda-
des espectrais as érbitas periddicas dos sistemas classicos correspondentes.
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No presente contexto, a palavra ‘semicldssica’ serve para indicar que, em vez
de determinar-se os niveis de energia do modo usual (usando-se a mecénica
quantica, i.e. resolvendo-se a equagao de Schrodinger), o que se faz neste
caso é tratar do problema usando apenas resultados da mecanica classica,
introduzindo-se porém de modo totalmente ad hoc na altura conveniente a
imprescindivel constante de Planck, h, a assinatura por exceléncia da teoria
quantica.

Para sistemas auténomos (independentes do tempo), considera-se pri-
mordialmente o traco da fun¢do de Green G(E), que também determina a
importante densidade de estados d(E). Para sistemas sob a a¢ao de impulsos
periddicos, a grandeza de maior interesse sao os tracos tr F” do operador
de evolucao temporal na representacao estroboscépica sincrona ou correla-
cionada com os impulsos. Tais tragos contém em si as quase-energias dos
estados que sao estaciondrios na representacdo estroboscépica e podem ser
escritos como somas sobre contribuices individuais das érbitas periédicas
para sistemas cadticos hiperbdlicos[22, 23, 24].

Ora, qualquer coisa que se descubra ser fundamental para o calculo dos
niveis de energia passa automaticamente a ser objeto de muita atencao em
fisica. Por exemplo, existem estudos recentes onde se parte da mecénica
classica e, com férmulas de traco, obtém-se o espectro de um atomo tao
complexo como o dtomo de hélio[25, 26, 27]. Assim sendo, fica facil perceber
porque o estudo do conjunto de érbitas periédicas dos sistemas dinamicos
passa a ter um lugar destacado: através de férmulas de traco, ele pode ser
ligado ao espectro de energia. Existe uma conhecida frase de Poincaré que
resume bem a importincia das érbitas periédicas|28]:

Etant données des équations de la forme définie dans le n°
13 et une solution particuliére quelconque de ces équations,
on peut toujours trouver une solution périodique (dont la
période peut, il est vrai, étre trés longue), telle que la
différence entre les deux solutions soit aussi petite qu’on le
veut, pendant un temps aussi long qu’on le veut. D’ailleurs,
ce qui nous rend ces solutions périodiques si précieuses,
c’est qu’elles sont, pour ainsi dire, la seule bréche par ou
nous puissions essayer de pénétrer dans une place jusqu’ici
réputée inabordable[29].

Apés hibernar durante quase um século, os pontos homoclinicos e he-
teroclinicos[30], que Poincaré entdo discutia, passam a ser amplamente re-
conhecidos no final do século XX como personagens centrais no estudo da
dindmica e da estabilidade de todos sistemas fisicos. Percebe-se que por
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detras de todo sistema dindmico existe um esqueleto composto por infinitas
orbitas periédicas sobre o qual, em particular, repousam as solugoes cadticas
estdveis. E este esqueleto de érbitas periddicas que precisa ser determinado
para que se possa efetuar as somas que fornecem os tragos que fornecem
os niveis de energia. Porém as dificuldades computacionais nesta drea sdo
imensos. Por exemplo, até uma questao aparentemente tao simples quanto
a mera determinacido da quantidade de érbitas periddicas é na verdade um
problema extremamente drduo de se resolver, mesmo para “caricaturas” dos
problemas fisicos reais[31] .

A acesso ficil a computadores pessoais, que passaram a funcionar como
“telescopios” da era moderna, vem permitindo investigar questoes que es-
tiveram (e ainda estdo!) fora do alcance de métodos puramente analiticos,
por demandarem derivagoes longas e elaboradas demais para serem realis-
ticamente efetuadas. No final dos anos 70 nasce o estudo da dindmica “de-
terministicamente cadtica”, com a percepcao generalizada de que os “frac-
tais” de Mandelbrot permeiam, de fato, as ciéncias todas. Apesar de es-
tudos analiticos detalhados do mapa quadratico terem sido ja feitos entao
hé vinte anos pelo matematico finlandés Myrberg[32], sdo as observacoes
de Feigenbaum[33] sobre a “universalidade” de uma rota para o caos (via
dobramento do periodo) que fazem ver a necessidade de se estudar os siste-
mas dindmicos prototipicos com equagoes de movimento definidas (no caso
mais simples, unidimensional) pela Eq. (5). Tal fato decisivo joga uma luz
totalmente nova sobre as equacoes Abelianas: toda dinamica no espaco de
fase é necessariamente definida por equactes Abelianas, como se percebe
comparando-se as Egs. (3) e (5) acima. Assim, o problema de estudar-se
a estrutura do esqueleto contendo infinitas érbitas periédicas passa a ser
isomérfico ao problema de determinar-se solugoes as infinitas equacoes de
Abel correspondentes a cada um dos periodos kK = 1,2,3,.... Passa a ser
importante ter-se modelos elementares e realisticos nos quais se possam efe-
tuar calculos e testes numéricos. Duas “cobaias” prediletas para tanto sao
(i) o mapa quadratico (“logistico” [15]) j4 referido, nos estudos em uma di-
mensdo, e (ii) sua versdo bidimensional conhecida pelo nome de mapa de
Hénon[34].

As aplicacoes das equacoes Abelianas sdo intmeras mas mencionaremos
aqui apenas duas. A primeira diz respeito & conscientizagdo de que, apesar
das infinitas érbitas que formam o esqueleto serem linearmente independen-
tes, elas podem apresentar uma sutil dependéncia nao-linear[35]. Para ver
isto, considere f(z) = a — 22 na Eq. (5), fixando a = 2, 0 mesmo parametro
estudado por Sinha e Ditto[16]. Em outras palavras, considere o sistema
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dindmico definido pela equacao
Tt+1 — 2 — a:% (7)

Para este sistema, considere o conjunto formado por todas as érbitas de
periodo 6. Iterando-se a equacao acima pode-se descobrir que o sistema em
questao contém um total de 9 érbitas de periodo 6 que, sobre os inteiros,
sao formadas pelas raizes de quatro fatores polinomiais:

pe(z) = 0V () O (z) B1g(w) Boa(s), (8)
onde
@gl)(av) = 2% —2® 52"+ 423462 - 321, (9a)
3P (z) = 2542° 62" —623+82°+8z+1, (9b)
Pig(z) = 21820 + 2% 41352 — 1521

—546 2 + 90 z'' + 1287 210 — 276 z°
—1782 2% + 45927 + 138515 — 405 °
—534z% + 17023 + 722% — 241 + 1, (9¢)

e onde ®y4(z) é um polindémio de grau 24, englobando uma familia contendo
4 érbitas que é decomponivel de trés modos: em Q(v/5), em Q(v/13) e em
Q(v/65). O polinémio ®oy(x) é ficil de ser gerado mas sua forma explicita
nao nos interessa no momento.

Para uma grande classe de aplicagoes, o problema maior é determinar-
se explicitamente as raizes de polindomios semelhantes aos acima, ou seja,
determinar aproximagcoes do conjunto de pontos que formam todas as 6rbitas
peridédicas. Apesar de trabalhoso, tal problema pode ser resolvido com o
emprego de computadores, sendo as raizes computadas com um numero de
digitos julgado suficiente para o tipo de aplicagao. Porém, o que tais solugoes
numéricas nao deixam transparecer de modo algum é a grande simetria que
o sistema possui, imposta pelo processo iterativo que gera as equagoes de
movimento.

A bela interdependéncia orbital nao-linear acima mencionada pode ser
apreciada observando-se que, dentro do conjunto das érbitas de periodo 6,
temos a identidade seguinte:

D15(z) = B (7 — 31). (10)

Portanto, o conhecimento da érbita <I>((52) () e da transformagdo T3(z) =
z® — 3z permite-nos gerar trés érbitas adicionais, isoperiédicas. A trans-

formacao T3(z) é apenas uma das infinitas transformagoes T, (z) capazes
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de transformar érbitas tanto dentro do conjunto quanto para fora dos con-
juntos de érbitas isoperiddicas[35]. Agora é preciso investigar as possiveis
consequiéncias das interdependéncias nao-lineares nas somas sobre as érbitas
periédicas e no espectro atéomico.

A segunda aplicacdo das equagoes Abelianas que desejamos mencionar
brevemente estd relacionada com o conceito de fungao periddica. Se procu-
rarmos na literatura pela definicdo de uma funcio periddica, iremos encon-
trar invariavelmente, com maior ou menor grau de sofisticagao no enunciado,
que uma funcdo P(t) é dita ser periddica se for possivel encontrar uma cons-
tante 7 para a qual vale P(t+ 7) = P(t) em todo o dominio da P. Para as
funcgoes elipticas jacobianas é inclusive possivel encontrar-se duas tais cons-
tantes, uma real e uma imagindria. Tal definicdo, entretanto, é uma simples
parafrase em simbolos da nog¢éo intuitiva bem conhecida de todos que “uma
coisa qualquer é periddica quando repete-se de tanto em tanto”.

Apesar de ser possivel encontrar-se vasta literatura sobre fungGes pe-
riédicas e quase-periddicas, uma questdo de fundamental importancia para
o entendimento de certos problemas relacionados com a estrutura das teo-
rias fisicas, e que parece-nos ainda permanecer sem resposta completa, é
a seguinte[36]: qual a origem da periodicidade? Tomando-se, para fixar
idéias, a classe das fungoes representaveis por séries de poténcias, que tipo
de mecanismo matematico é necessdrio para gerar uma funcdo peridédica?
Em outras palavras, que tipo de “motor” é necessario existir para que uma
dada série de poténcias possa representar uma funcdo periddica? Que ti-
po de vinculos devem existir entre os infinitos coeficientes de uma série de
poténcias quando ela representar funcoes periédicas? Quanta liberdade de
escolha temos para selecionar os coeficientes de cada poténcia a medida que
o grau da varidvel aumenta?

Estudando-se os polinémios ciclotémicos bem como suas generalizagoes,
que no caso unidimensional aparecem sob a forma da classe particular de
fungoes discutidas por Abel, é possivel chegar-se a resultados surpreendentes.
Por exemplo, é possivel obter-se formulas simples e explicitas relacionando
os infinitos pontos que compodem no espaco de fase o esqueleto das érbitas
periédicas de modo a poder-se com elas “gerar” funcoes peridédicas. Exem-
plo: para ver como usar o esqueleto do mapa quadratico de modo a gerar
ab initio as fungoes trigonométricas sen(z) e cos(z) e ver de que modo
tais fungoes estao ligadas ndo-linearmente as fungoes hiperbdlicas senh(z)
e cosh(z), consulte a Ref. [36].

Mas a coisa nao péara por ai. Muito pelo contrario. Um resultado surpre-
endente e provocante sob varios aspectos é o que relaciona a periodicidade
“microscopica” das infinitas érbitas compondo o esqueleto com a periodi-
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cidade “macroscopica” que emerge para as fungoes trigonométricas ou hi-
perbdlicas. Apesar das periodicidades microscépicas serem todas discretas
e representadas invariavelmente por nimeros inteiros, a periodicidade ma-
croscopica resultante é dada por 27 ou 2m/—1, nimeros transcendentais.
Como é possivel acontecer tal paradoxo? Responder esta questdo passa a
ser vital quando se observa que hoje em dia os fisicos sabem muito bem
como extrair fendbmenos quantizados, i.e. discretos, a partir de uma equagao
diferencial continua (de Schrodinger). Tal equagdo parece sugerir serem os
fenémenos continuos, nao discretos. Posto isto, serd que a formulacao atual
da mecanica quantica, escrita sobre um espaco de Hilbert continuo, nao per-
mitiria talvez uma representacao conceitualmente mais elementar, partindo
desde o inicio de quantidades discretas, possivelmente usando bases discretas
sobre corpos finitos? Serd possivel usar equagoes Abelianas de modo a po-
der oferecer algum argumento testivel em laboratério que possa contribuir
para esclarecer de que modo flui o tempo[37], continua ou discretamente?
Formuladas de dentro da fisica, tais questoes revestem-se de um interesse
tedrico especial se lembrarmos que a estrutura matematica por detras dos
modernos modelos de supercordas e o programa de Langlands, para a uni-
ficacao da matematica, ja levou a argumentar-se que, afinal, a fisica tedrica
e a matematica possam na verdade ser uma mesma coisa[38].
Incidentalmente, eis aqui um problema “pratico” gerado pela investi-
gacao dos pontos orbitais do mapa quadratico que cai no dominio “abstrato”
da teoria dos numeros. Para determinar-se uma certa classe de movimentos
de periodo 5 é preciso encontrar-se explicitamente as raizes duma equacao de
grau 11 através de uma fatoragao num corpo apropriado. Tal fatoracao ape-
nas ¢é possivel gracas a existéncia de uma decomposicao miltipla do niimero
1318, que envolve combinac¢oes muito particulares de quatro niimeros:

1318 = 6-41+16-26 + 16 - 41 = 246 + 416 + 656 (11a)
= 6-164+6-26+26-41 =96 + 156 + 1056. (11b)

Por outro lado, a soma dos produtos destes quatro niimeros por si préprios
fornece-nos

6% + 167 + 262 + 417 = 2649. (12)
A diferenca destes dois nimeros é um cubo perfeito,

2649 — 1318 = 1331 = 113, (13)
o cubo do grau da equagao em questao. Além disto,

2649 — 21318 = 1331 — 1318 =13, (14)
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que é precisamente o niimero primo seguinte a 11.

E dificil acreditar que tal decomposicdo multipla possa ser apenas um
mero acidente, pois a dindmica Abeliana por detrds do processo de geragio
da equagdao implica, & medida que o periodo orbital cresce, na existéncia
de uma familia infinita de érbitas andlogas que, parece razoavel supor, de-
pendam de resultados analogos para sua decomposicdo. Por outro lado,
é possivel gerar-se decomposicoes similares, porém consideravelmente mais
elaboradas, envolvendo nimeros algébricos, nao simples inteiros como acima.
Serd possivel provar-se algum resultado geral para decomposi¢des miiltiplas?
Qual a relagao, caso alguma exista, entre decomposi¢oes miltiplas e niimeros
primos? Por que a dindmica privilegiou a particular soma dos quatro qua-
drados na Eq. (12) e ndo uma outra qualquer das virias maneiras possiveis
de se representar 2649 como soma de quatro quadrados? O que serda que
decomposicoes multiplas de nimeros e somas de quatro quadrados tem a
ver com dindmica orbital no espago de fase?

Como se pode ver, a consideracao das equagoes Abelianas nos permite
obter tanto resultados concretos, como os que relacionam as Oérbitas pe-
riédicas do esqueleto sobre o qual se assenta toda a dindmica, quanto gerar
questdes dificeis e intrigantes em fisica e matematica. Um ponto sutil porém
importante é a constatacao de que ainda estamos, em todas as ciéncias, sob
o forte impacto do acesso relativamente recente ao grande poder de calculo
dos computadores modernos. Um reflexo disto é a énfase numérica e grafica
que ainda é muito forte. Mas uma nova oscilacdo do péndulo histérico tal-
vez nao demore a chegar, com um retorno de métodos analiticos algébricos
em detrimento da preponderante dominéancia dos métodos topolégicos tao
marcante do século passado. Afinal é preciso perceber: Poincaré, a quem
juntamente com Einstein é comum atribuir-se o mérito de ter ja sabido da
riqueza que ainda estd por ser explorada nas formulacoes cldssicas e semi-
classicas, fez contribui¢oes fundamentais utilizando tanto topologia quanto
geometria algébrica. Se a topologia dominou o cendrio numa primeira fase,
deve ter sido apenas por falta de computadores que permitissem domar os
cdlculos por demais complicados para serem efetuados manualmente. Mas
tal desequilibrio deverd provavelmente alterar-se em breve. Quem sabe uma
maneira de se contribuir para tanto nao seria come¢ando por ler e inspirar-se
nos belos e ricos escritos de Abel?



O novo brilho das equagoes Abelianas 11

Referéncias

[1]

[5]

[6]

J. Liitzen, resenha do livro Called too Soon by Flames Afar: Niels
Henrik Abel, Notices of the American Mathematical Society, 49, 795-
799(2002), fasciculo de agosto de 2002.

Called too Soon by Flames Afar: Niels Henrik Abel, Arild Stubhaug,
traduzido por Richard H. Daly, Springer-Verlag, 2000, Berlin.

Veja detalhes em http://www.math.uio.no/abel/.

N.H. Abel, Mémoire sur une classe particuliére d’équations résolubles
algébriqguement, J. reine angewandte Mathematik, 4, 131-156(1829);
reimpressa (a partir dos originais de Abel) nos Oeuvres Complétes, deu-
xiéme édition, editadas por L. Sylow e S. Lie, 1881, Grgndahl and Sgn,
Christiania (Oslo).

Disquisitiones Arithmetice, C.F. Gauss, Gerhard Fleischer, Leipzig,
1801 = volume I, dos Gauss Werke, Gottingen, 1870. Do original em La-
tim desta obra magistral existem pelo menos quatro traducdes: france-
sa [Recherches Arithmétiques, por A.-C.-M. Poullet-Delisle, Chez Cour-
cier, 1807, Paris = reimpresso em 1989, Editions Jacques Gabay, Paris],
alema [ Untersuchungen tiber héhere Arithmetik, por H. Maser, Springer-
Verlag, 1889, Berlin = reimpresso em 1981 pela American Mathematical
Society (Chelsea), Providence|, inglesa [ Disquisitiones Arithmetice, por
Arthur A. Clarke, Springer-Verlag, 1966, New York], e espanhola [Dis-
quisitiones Arithmetice, por Hugo Barrantes Campos, Michael Josephy
e Angel Ruiz Zuiiiga, Coleccion Enrique Perez Arbelaez, vol. 10, Aca-
demia Colombiana de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales, Bogota,
1995].

Veja o artigo 365 do Disquisitiones Arithmetice[5)].

Opere Matematiche di Paolo Ruffini, Tomo Primo, editada por Ettore
Bortolotti, Tipografia Matematica di Palermo, Palermo, 1915, pags. 1-
322. Veja também: R.G. Ayoub, On the nonsolvability of the general
polynomial Am. Math. Monthly, 89, 397-401(1982).

N.H. Abel, Beweis der Unmdaglichkeit, algebraische Gleichungen von
hoheren Graden, als dem vierten, allgemein aufzulosen, J. reine an-
gewandte Mathematik, 1, 65-84(1826). Oeuvres Complétes, Vol. I,
pag. 66. Veja também o artigo de 1824, reimpresso na pagina 28.



12

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]
[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

Jason Alfredo Carlson Gallas

L. Kronecker, Uber die algebraisch auflosbaren Gleichungen, Monats-
bericht der Konigl. Preus. Akad. Wissensch. zu Berlin vom Jahre 1853
(I. Abhandlung), pdg. 365-374; vom Jahre 1856 (II. Abhandlung),
pag. 203-215. Uma traducao em francés do primeiro Abhandlung po-
de ser encontrada no Cours d’Algébre Supérieure de J.-A. Serret, Tomo
I1, quarta edicdo, 1879, pags. 684-694. Ambos artigos encontram-se no
volume 4 dos Werke de Kronecker, editados por K. Hensel, 1929.

H. Weber, Kleines Lehrbuch der Algebra, Vieweg and Sohn, Brauns-
chweig, 1921, §63, pigina 275. Primeiramente citado no Lehrbuch der
Algebra, volume I, 1899, §169, pag. 575.

S.H. Strogatz, Nonlinear Dynamics and Chaos, Addison Wesley, Rea-
ding, 1994.

Nelson Fiedler-Ferrara e Carmen P. Cintra do Prado, Caos, Uma In-
trodugao, Editora Edgar Bliicher, Sao Paulo, 1994.

I. Stewart, Deus Joga aos Dados? Gradiva, Lisboa, 2000.

R.C. Hilborn, Chaos and Nonlinear Dynamics, segunda edicao, Oxford
University Press, Oxford, 2000.

O mapa quadritico é isomérfico ao mapa logistico f(x) = Az(1 — z),
forma normal usualmente utilizada em aplicacoes feitas por bidlogos.
O mapa quadritico envolve uma multiplicacdo a menos e, portanto,
é mais apropriado para experimentos numéricos, onde quase sempre
varios milhoes de iteragoes sao necessarias.

S. Sinha e W.L. Ditto, Dynamics based computation, Phys. Rev. Lett.,
81, 2156-2129(1998).

J. Palis e F. Takens, Hyperbolicity and Sensitive Chaotic Dynamics
at Homoclinic Bifurcations, Cambridge University Press, Cambridge,
1993.

W. de Melo e S. van Strien, One-Dimensional Dynamics, Springer Ver-
lag, Berlin, 1993.

L. Alseda, J. Llibre e M. Misiurewicz, Combinatorial Dynamics and
Entropy in Dimension One, World Scientific, Singapore, 1993.

Real and Compler Dynamical Systems, editado por B. Branner e
P. Hjorth, Kluwer, Dordrecht, 1995.



O novo brilho das equagoes Abelianas 13

[21]

[22]

J. Milnor, Dynamics in One Complex Variable, Introductory Lectures,
Vieweg Verlag, Braunschweig, 1999.

M.C. Gutzwiller, Energy spectrum according to classical mechanics,
J. Math. Phys., 11, 1791-1806(1970); Periodic orbits and classical quan-
tization conditions, J. Math. Phys., 12, 343-358(1971); M.C. Gutzwil-
ler, Chaos in Classical and Quantum Mechanics, Springer Verlag, New
York, 1990. Quantum chaos, Scientific American, 266, 26-32 (1992),
fasciculo de janeiro de 1992.

R. Blimel e W.P. Reinhardt, Chaos in Atomic Physics, Cambridge
University Press, Cambridge, 1997.

Veja em  http://www.nbi.dk/ChaosBook/ o ‘web-book’ escrito e
mantido pelo CATS cyclist team.

D. Wintgen, A. Birgers, K. Richter, e G. Tanner, Semiclassical approach
to few-body problems — the helium atom, Progress of Theoretical Phy-
sics Supplement, 116 121-142, 1994; G.S.Ezra, K. Richter, G. Tanner
and D. Wintgen, Semiclassical cycle expansion for the helium atom,
J. Phys. B, 24, L413-1.420(1991).

J.S. Briggs, The dynamics of two-electron atoms, Australian J. Phys.,
52, 341-349(1999).

G. Tanner, K. Richter e J.M. Rost, The theory of two-electron atoms:
between ground state and complete fragmentation, Reviews of Modern
Physics, 72 497-544(2000).

H. Poincaré, Les Méthodes Nouvelle de la Mécanique Céleste, Tomo 1,
Chapitre III (Solutions Périodiques), pdg. 82, 1892. Reimpresso pela
Dover Publications Inc, New York, 1957.

Traducao: Sendo dadas equagdes da forma definida no n° 13 e uma
solugao particular qualquer destas equacdes, pode-se sempre encontrar
uma solugao periddica (cujo periodo pode, € verdade, ser muito longo),
tal que a diferenca entre as duas solugdes seja tao pequena quanto se
queira, durante um tempo téo longo quanto se queira. Alids, o que torna
estas solugcoes periddicas tao preciosas € que elas sao, por assim dizer,
a unica brecha por onde podemos tentar penetrar num local até aqui
reputado como inaborddvel.

K.G. Andersson, Poincaré’s discovery of homoclinic points, Archive for
History of Exact Sciences, 48, 133-147(1994).



14

[31]

[32]

[33]

[34]

Jason Alfredo Carlson Gallas

Veja, por exemplo, o artigo de V.Yu. Kaloshin, Generic diffeomor-
phisms with superexponential growth of number of periodic orbits,
Comm. Math. Phys., 211, 253-271(2000).

P.J. Myrberg, Iteration der reellen Polynome zweiten Grades, Annales
Academiae Scientiarum Fennicae, Series A, 256, 1-10(1958); 268, 1-
13(1959); 336, 1-18(1963). Entre outras coisas, um resumo destes trés
artigos pode ser encontrado em P.J. Myrberg, Sur l'itération des poly-
nomes réels quadratiques, J. Math. Pures et Appl., 41, 339-351(1962).
Veja também: K.M. Brucks, MSS sequences, coloring of necklaces, and
periodic points of f(z) = 22 — 2, Adv. Appl. Math., 8, 434-445(1987).

M.J. Feigenbaum, Quantitative universality for a class of nonlinear
transformations, J. Stat. Phys., 19, 25-52(1978). A histéria dos eventos
subsequentes ao artigo de Feigenbaum aparece no livro Caos, a Cons-
trucdo de uma Nova Ciéncia, de James Gleick, Campus Editora, Rio
de Janeiro, 1990, ou também: Gradiva, Lisboa, segunda edi¢ao, 1994.

M. Hénon, A two-dimensional mapping with a strange attractor, Com-
mun. Math. Phys., 50, 69-77(1976). Uma idéia dos problemas estuda-
dos para sistemas multidimensionais pode ser obtida consultando, por
exemplo, os seguinte artigos, bem como as referéncias adicionais ne-
les existentes: R. Dewaney and Z. Nitecki, Shift automorphism in the
Hénon mapping, Commun. Math. Phys., 67, 137-146(1979); J.H. Cur-
ry, On the Hénon transformation, Commun. Math. Phys., 68, 129-
140(1979); F.R. Marotto, Chaotic behavior in the Hénon mapping,
Commun. Math. Phys., 68, 187-194(1979); H. Daido, Analytical condi-
tions for the appearence of homoclinic and heteroclinic points of a 2D
mapping — The case of the Hénon map, Prog. Theor. Phys., 63, 1190-
1201(1980); M. Misiurewicz and B. Szewc, Ezistence of a homoclinic
point for the Hénon map, Commun. Math. Phys., 75, 285-291(1980);
G. D’Alessandro, P. Grassberger, S. Isola, and A. Politi, On the topology
of the Hénon map, J. Phys. A 23, 5285-5294(1990); M. Benedicks and
L. Carleson, The dynamics of the Hénon map, Ann. Math., 133, 73-
169(1991); M. Barge and B. Diamond, Subcontinua of the closure of the
unstable manifold at a homoclinic tangency, Erg. Th. and Dynam. Sys.,
19, 289-307(1999); M. Barge and B. Diamond, Stable and unstable ma-
nifold structures in the Hénon family, Ergod. Th. and Dynam. Sys.,
19, 309-338(1999); S.L. Peng and X.S. Zhang, The generalized Milnor-
Thurston conjecture and equal topological entropy class in symbolic dy-



O novo brilho das equagoes Abelianas 15

[35]

[36]

[37]

namics of order topological space of three letters, Comm. Math. Phys.,
213, 381-411(2000).

J.A.C. Gallas, Infinite hierarchies of nonlinearly dependent periodic or-
bits, Phys. Rev. E, 63, artigo nimero 016216(2001); Nonlinear depen-
dencies between sets of periodic orbits, Europhys. Lett., 47, 649-655
(1999). As variedades algébricas tipicas dos sistemas dissipativos sao
discutidas em detalhes no artigo Structure of the parameter space of a
ring cavity, Appl. Phys. B, 60, S203-5213(1995), suplemento especial,
em comemoracao aos 60 anos do Prof. Herbert Walther. Para desen-
volvimentos adicionais veja: A. Endler e J.A.C. Gallas, Arithmetical
signatures of the dynamics of the Hénon map, Phys. Rev. E, 65, artigo
nimero 036231 (2002). Estes e outros artigos encontram-se disponiveis
no endereco http://www.if .ufrgs.br/~jgallas.

J.A.C. Gallas, On the origin of periodicity in dynamical systems, Phy-
sica A, 283, 17-23 (2000).

Physical Origins of Time Asymmetry, editado por J.J. Hallwell,
J. Pérez-Mercader e W.H. Zurek, Cambridge University Press, Cam-
bridge, 1996.

G. Chapline, Is theoretical physics the same thing as mathematics? Phy-
sics Reports, 315, 95-105(1999).



