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Know how to solve every problem that has been solved

R. Feynman

1. Sejam os operadores A, B, C e D, totalmente gerais. Prove as seguintes relações

(a) [AB,C D] = −AC{D,B}+A{C,B}D − C{D,A}B + {C,A}DB ,

(b) [AB,CD] = AC[B,D] +A[B,C]D + C[A,D]B + [A,C]DB .

2. Sejam os operadores X, Y e Z, totalmente gerais

(a) Verifique a identidade de Jacobi,

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0 .

(b) Considere a seguinte escolha para os operadores X, Y e Z

X = ~σ · ~x ; Y = ~σ · ~y ; Z = ~σ · ~z
onde ~σ está relacionado com as matrizes de Pauli

~σ = σ1̂ı + σ2 ̂ + σ3 k̂ ;

~x, ~y e ~z são vetores no espaço 3-dimensional. Usando a identidade de Jacobi, qual condição
encontramos com esta escolha para X, Y e Z?

3. Considere uma base ortonormal com os seguintes 3 kets: |u1 〉, |u2 〉, |u3 〉, juntamente com dois
operadores A e B definidos por

A|u1 〉 = |u1 〉 ; A|u2 〉 = 0 ; A|u3 〉 = −|u3 〉
B|u1 〉 = |u3 〉 ; B|u2 〉 = |u2 〉 ; B|u3 〉 = |u1 〉

(a) Escreva as matrizes que representam, na base {|u1 〉, |u2 〉, |u3 〉}, os operadores A, A2, B, B2.

(b) Escreva as matrizes mais gerais que comutem com A, A2 e B2.

4. Usando a ortonormalidade de |+〉 e |−〉, mostre que

[Si, Sj ] = i h̄ ǫijk Sk ; {Si, Sj} =
h̄2

2
δij ,

onde

Sx =
h̄

2
( |+〉〈−| + |−〉〈+| ) ; Sy =

ih̄

2
( |−〉〈+| − |+〉〈−| ) ; Sz =

h̄

2
( |+〉〈+| − |−〉〈−| ) .
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5. O modelo de Jaynes-Cummings:

Este modelo foi originalmente proposto em 1963 por Edwin Jaynes e Fred Cummings, com a
finalidade de estudar a relação entre a teoria quântica da radiação e a formulação semi-clássica na
descrição do fenômeno da emissão espontânea. Na atualidade este modelo é muito usado, na sua
forma linear e também não-linear, para estudos em ótica quântica.

Considere o Hamiltoniano H, escrito como a soma de uma parte livre H0 e outra de interação Hint,
isto é,

H = H0 +Hint (1)

com

H0 = Hcampo +Hátomo

Hcampo = h̄ wc a
†a ; Hátomo =

1

2
h̄ wa σz ; Hint =

1

2
h̄ΩE P (2)

onde wa, wc e Ω são frequências constantes e os operadores E e P dados por

E = a† + a −→ campo de bósons

P = σ+ + σ− −→ polarização (3)

e também temos

σz = |+ 〉 〈+| − |− 〉 〈−| ; σ± = |± 〉 〈∓| (4)

(a) Mostre que na representação de interação

Hint(t) =
1

2
h̄Ω

[

ei(wa+wc) t a†σ+ + e−i(wa−wc) t a†σ− + ei(wa−wc) t a σ+ + e−i(wa+wc) t a σ−

]

Na chamada aproximação de “rotating wave”, as frequências altas são desprezadas, isto é,

|wc − wa| ≪ wc + wa

e assim Hint(t) do item (a) é reduzido a

Hint(t) ≃
1

2
h̄Ω

[

e−i(wa−wc) t a†σ− + ei(wa−wc) t a σ+

]

.

Nesta aproximação é definido o Hamiltoniano do modelo de Jaynes-Cummings HJC (na repre-
sentação de Schrödinger):

HJC = h̄ wc a
†a+

1

2
h̄ wa σz +

1

2
h̄Ω

[

a†σ− + a σ+

]

(5)

(b) Mostre que HJC , definido na equação (5), pode ser escrito como

HJC = H1 +H2

onde

H1 = h̄wc

(

a†a+
1

2
σz

)

; H2 =
h̄

2
δ σz +

1

2
h̄Ω

[

a†σ− + a σ+

]

δ = wa − wc

(c) Mostre que

[H1, H2] = 0
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Os autoestados de H1 podem ser escritos como o produto dos estados |n 〉 com |+ 〉 e |− 〉, assim
podemos definir os estados

|α1
n 〉 ≡ |n,+ 〉 ; |α2

n 〉 ≡ |n+ 1,−〉 (6)

e os elementos de matriz de HJC neste subespaço são dados por H ij
n = 〈αi

n|HJC |αj
n 〉

(d) Mostre que a matriz de HJC , com elementos H ij
n , é dada por

HJC =





nh̄wc +
1
2 h̄wa

1
2 h̄Ω

√
n+ 1

1
2 h̄Ω

√
n+ 1 (n+ 1) h̄wc − 1

2 h̄wa





(e) Mostre que os autovalores da matriz de HJC são

E± = h̄ wc (n+
1

2
)± 1

2
h̄Ωn

onde

Ωn =
√

δ2 +Ω2(n+ 1)
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6. O Gato de Cheshire Quântico

O Gato de Cheshire (ou Gato Risonho) é um gato fict́ıcio, personagem do livro Alice no Páıs das

Maravilhas de Lewis Carrol. Ele se caracteriza por seu sorriso pronunciado e sua capacidade de
aparecer e desaparecer.

A “versão quântica” do Gato de Cheshire foi concebida teoricamente por Y. Aharonov et al. [1],
na forma de uma experiência de interferência como é visto na figura (1), onde o “gato” é enviado
pelo caminho 1 e o seu “sorriso” pelo caminho 2. Na sua realização experimental, o grupo de
T. Denkmayr et al. [2] utilizaram um neutron para desempenhar o papel do gato e o sorriso foi
representado pela componente de seu spin ao longo da direção-z.

Figura 1: Dentro do interferômetro, o gato passa pelo caminho 1, enquanto o seu sorriso viaja ao longo
do percurso do caminho 2.

O experimento está fundamentado no conceito de medida fraca, ou seja, uma medida quântica
muito fraca realizada sobre um sistema f́ısico, capaz de produzir uma pertubação muito pequena
no sistema. Na medida fraca, o sistema f́ısico é preparado num estado inicial |ψi 〉, chamado de “pré-
selecionado”, sofrendo transição para um estado final, chamado de “pós-selecionado”. A medida
fraca (weak) de um observável A é definida por

〈A〉w =
〈ψf |A|ψi 〉
〈ψf |ψi 〉

. (7)
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No experimento de T. Denkmayr et al. os estados |ψi 〉 e |ψf 〉, são

|ψi 〉 =
1√
2

[

|Sx; + 〉|1 〉+ |Sx;−〉|2 〉
]

; (pré-selecionado)

|ψf 〉 =
1√
2
|Sx;−〉

[

|1 〉+ |2 〉
]

; (pós-selecionado) (8)

onde |Sx;±〉 é o ket de spin na direção-x ; |1 〉 e |2 〉 os kets de posição seguindo os respectivos
caminhos 1 e 2. Os operadores fracos são:

(a) o operador de posição, seguindo o j-ésimo caminho: Πj = |j 〉 〈 j|
(b) o operador de spin na direção-z, seguindo o j-ésimo caminho: σ

(j)
z = σz Πj

com j =1 ou 2 ; 〈 j|j′ 〉 = δj j′ ; σz |Sz;±〉 = ± |Sz;±〉 .
Mostre que:

〈Π1〉w = 0 ; 〈σ(1)z 〉w = 1 (9)

〈Π2〉w = 1 ; 〈σ(2)z 〉w = 0 (10)

Interpretação:

Pelas equações (9) vemos que a população de part́ıculas passando pelo caminho 1 é nula

(〈Π1〉w = 0), no entanto há spin passando por este caminho (〈σ(1)z 〉w = 1).

Pelas equações (10) há uma população de part́ıculas passando pelo caminho 2 (〈Π2〉w = 1)

sem haver spin passando por este caminho (〈σ(2)z 〉w = 0).

Em outras palavras, pode haver uma part́ıcula num ponto e o spin dela aparecer separado,
em outro ponto, onde ela não está.

Observação: esta interpretação expressa acima, na qual a part́ıcula é separada de suas propriedades
intŕınsecas, é contestada por um grupo brasileiro [4]. A polêmica continua...
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