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Know how to solve every problem that has been solved
R. Feynman

1. Sejam os operadores A, B, C' e D, totalmente gerais. Prove as seguintes relagoes

(a) [AB,C D] = —AC{D, B} + A{C, BYD — C{D, A}B + {C, A} DB ,

(b) [AB,CD] = AC|B, D]+ A[B,C|D + C[A,D]B + [A,C]DB.
2. Sejam os operadores X, Y e Z, totalmente gerais

(a) Verifique a identidade de Jacobi,
(X, [V, Z]| + [Y,[Z, X]| + [Z,[X, Y]] = 0.

(b) Considere a seguinte escolha para os operadores X, Y e Z

X=7-Z : Y=079 : Z

I
ST
R

onde & estd relacionado com as matrizes de Pauli

0= ali+02j+agl;:;
Z, i e 7 sdo vetores no espago 3-dimensional. Usando a identidade de Jacobi, qual condicao
encontramos com esta escolha para X, Y e Z7
3. Considere uma base ortonormal com os seguintes 3 kets: |uj ), |uz), |usg), juntamente com dois
operadores A e B definidos por
Alur) = |ur) ; Alug) =0 ; Aluz) = —[usz)
Blup) = |us) ; Blug ) = |ug) ; Blug) = |uy)
(a) Escreva as matrizes que representam, na base {|uy ), |ua ), |ug)}, os operadores A, A%, B, B2

(b) Escreva as matrizes mais gerais que comutem com A, A% e B2

4. Usando a ortonormalidade de |+) e |—), mostre que

h2
[SZ',SJ'] :iheiijk ; {Si,Sj}:?(Sij,
onde
o= DR+ 10 5 8= D (10 = FD 5 8e= DR — 190D



5. O modelo de Jaynes-Cummings:

Este modelo foi originalmente proposto em 1963 por Edwin Jaynes e Fred Cummings, com a
finalidade de estudar a relacao entre a teoria quantica da radiacao e a formulacao semi-classica na
descricao do fenémeno da emissao espontanea. Na atualidade este modelo é muito usado, na sua
forma linear e também nao-linear, para estudos em ética quantica.

Considere o Hamiltoniano H, escrito como a soma de uma parte livre Hy e outra de interacao Hiyt,
isto é,

H = Hy + Hin (1)
com
Hy = Hcampo + Hatomo
Heampo = hwe ata : Hiiomo = % hwg o, : Hiyy = % hQEP (2)
onde wg, w. € € sdo frequéncias constantes e os operadores E e P dados por
E =4d+a — campo de bésons
P =o04+4+0_ — polarizacao (3)
e também temos
0. = [+)(+ — [-)(~] ; or =[+)(F (4)

(a) Mostre que na representagao de interagao

1 A A . .
Hin(t) = 5 hQ {e’(w”wc)t oy + e~ Hwa—we)t of 5 4 pilwa—we)t g oy + e Hwatwe)t a_}

Na chamada aproximacao de “rotating wave”, as frequéncias altas sao desprezadas, isto é,
|wc - wa’ < We + Wq
e assim Hiy(t) do item (a) é reduzido a

1 , 4
Hing (t) ~ 3 hQ [e*l(w“*wC)t alo_ + ez(w“*wC)tamr} .

Nesta aproximagao é definido o Hamiltoniano do modelo de Jaynes-Cummings H ;o (na repre-
sentagao de Schrodinger):

1 1
HJC:thaTa+§hwaaz+§hQ (ITO'_—FCLO'_;_} (5)

(b) Mostre que H jc, definido na equacao (5), pode ser escrito como
Hjc = Hi + Hy
onde

1 h 1
Hy = hwc(aTa+202) ; H2:§6Uz+§hﬂ [a*a,Jr ao,
0 = We — We

(c) Mostre que

[Hi,H] =0




Os autoestados de H; podem ser escritos como o produto dos estados |n) com |+) e |—), assim
podemos definir os estados

oy, ) = In, +) ; lon) =In+1,-) (6)

e os elementos de matriz de H ;o neste subespaco sdo dados por HY = (ol |H jc|ad )

(d) Mostre que a matriz de H ¢, com elementos H'/, é dada por
nhwe + 3hwe h/n+1
Hjc =

%hQ\/n +1 (n+1)hw.— %hwa

(e) Mostre que os autovalores da matriz de H o sao

1.1
By =hwe(n+5) %57

onde

Q,=1/02+Q2%(n+1)




6. O Gato de Cheshire Quantico

O Gato de Cheshire (ou Gato Risonho) é um gato ficticio, personagem do livro Alice no Pais das
Maravilhas de Lewis Carrol. Ele se caracteriza por seu sorriso pronunciado e sua capacidade de
aparecer e desaparecer.

A “versao quantica” do Gato de Cheshire foi concebida teoricamente por Y. Aharonov et al. [1],
na forma de uma experiéncia de interferéncia como é visto na figura (1), onde o “gato” é enviado
pelo caminho 1 e o seu “sorriso” pelo caminho 2. Na sua realizacao experimental, o grupo de
T. Denkmayr et al. [2] utilizaram um neutron para desempenhar o papel do gato e o sorriso foi
representado pela componente de seu spin ao longo da direcao-z.

Figura 1: Dentro do interferometro, o gato passa pelo caminho 1, enquanto o seu sorriso viaja ao longo
do percurso do caminho 2.

O experimento estd fundamentado no conceito de medida fraca, ou seja, uma medida quantica
muito fraca realizada sobre um sistema fisico, capaz de produzir uma pertubacao muito pequena
no sistema. Na medida fraca, o sistema fisico é preparado num estado inicial |¢; ), chamado de “pré-
selecionado”, sofrendo transicdo para um estado final, chamado de “pds-selecionado”. A medida
fraca (weak) de um observavel A é definida por

(Vrlehi)



No experimento de T. Denkmayr et al. os estados [1;) e [1)f ), sdo

1 7 .
Vi) = 75 [ |Sz; +)|1) + Sz —)|2 >] ; (pré-selecionado)
1 7’ .
[Yy) = 7\@ 1Sz —) [ 1)+ ]2 >} : (pds-selecionado) ()

onde |Sy;+) é o ket de spin na diregao-z; |1) e |2) os kets de posicao seguindo os respectivos
caminhos 1 e 2. Os operadores fracos sao:
(a) o operador de posicao, seguindo o j-ésimo caminho: II; = |j) ( j|

(b) o operador de spin na dire¢do-z, seguindo o j-ésimo caminho: agj ) = o, 11;

comj=lou2 ; (jlj)=20;;; 0:]S;%+)==%|S;£).

Mostre que:

Interpretacao:

Pelas equagoes (9) vemos que a populacdo de particulas passando pelo caminho 1 é nula

(1)

((I11 ), = 0), no entanto ha spin passando por este caminho ({2 '), = 1).

Pelas equagoes (10) hd uma populagao de particulas passando pelo caminho 2 ((Ilz),, = 1)
sem haver spin passando por este caminho (<a§2)>w =0).

Em outras palavras, pode haver uma particula num ponto e o spin dela aparecer separado,
em outro ponto, onde ela nao esta.

Observacao: esta interpretacao expressa acima, na qual a particula é separada de suas propriedades
intrinsecas, é contestada por um grupo brasileiro [4]. A polémica continua...
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