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» Motivacao
» A equacao F-KPP

» Dinamica linear
Velocidade de espalhamento linear
Caracterizacao das solucoes exponenciais
Condic0des iniciais e transientes

» Propagacao em frentes “puxadas” e “empurradas”
# Soluclbes de frentes uniformemente viajantes

» Conexao coma QCD




» F-KPP estd na mesma classe de equivaléncia que a equacao de
evolucao BK.

» Admite solucbes de ondas viajantes, que descrevem um
escalamento geometrico.

» Metodologia analoga pode ser usada para qualquer equacéao de
evolucao néo-linear.
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» A equacéo F-KPP e do tipo equacao

Opu(z,t) = Ou(x,t) + f(u), com «

de difusao nao linear

f(0)=0, f(1)=0
f1(0) =1, 0

\

u = 0 é instavel, pois para v > 0 e pequeno, f(u) ~ f'(0)u = u.

—> Propagacéao de frentes em estados instaveis.

# Queremos determinar o comportamento assintotico da frente de

onda e se propaga ao estado instavel
Iniciais tais que u(z — oco,t = 0) = 0.

—> Analise da dinamica linear (D-L).

u = 0, dadas condicoes
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# Seja um campo real ¢(x,t) para o qual ¢ = 0 € um estado
linearmente instavel. Assim, se linearizamos a equacao dinamica
em ¢ sobre o estado instavel, os modos de Fourier crescem para
algum intervalo de valores de k. Ou seja, tomando

é(k,t) = /OO dx ¢(x,t)e_7’kx (2)

— 00

e substituindo o ansatz ¢(k,t) = ¢(k)e ** obtemos a relacdo
de dispersdo dos modos de Fourier da equacao linearizada. Logo,

¢ = 0lin. inst. — Imw(k) > 0 para algum intervalo de valores &
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» Como ¢(k,t) ~ e™«(®t yma condicfo inicial bem localizada
crescera e se espalhara no tempo.

iy

onde
v¥ = lim —dxC(t)
t—oo  dt

é a velocidade de espalhamento linear de ¢(x, t).

(3)




_ \GFPAEI

» Dados w(k) e ¢(k), temos que ¢(x,t) é dado por

Bz, 1) = — / dk p(k)ehe k)t (4)

2T J_ o

Assumindo v* finita, temos que no referencial £ = x — v*t nao
vemos nem crescimento nem decaimento exponencial de ¢(z, t).
Neste referencial,

B ) = - / dk (ke —v ki ©

2T J_ o

Determinamos v* analizando quando esta expessao nao leva a
crescimento nem decaimento exponencial no limite ¢ finito e
t — oo. Por aproximacéao de ponto de sela, temos

dw(k) —vk]| . dw(k)
i e VT E (©)
. EduardoBasso - seminarios GFPAE 2007 —p.7
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» Assumindo que ¢(k) é uma funcéo inteira, o termo dominante na
integral (5) é e!w(k")—v"k"]t O requerimento de autoconsisténcia
gue este termo n&o cresce nem decresce exponencialmente leva a

Imw(k*)  w;

mw(k™) — v Imk™=0 = v F— K (7)

Expandindo o fator da exponencial em (5) em torno do ponto de
sela k£*, resulta

k€ —w(k) — v k] = o(k* + AR)E —o(wk — kfv*)t — DHAK)?  (8)

onde Ak = k — k*.
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» Assim, (5) se torna

P(€,t) = ek ks / Tk B(k) e DHlAk—g/2Dt? €2 /4Dt

2
i | - (©)
_ 1k*€—(wr—kXv*)t _—£2/4Dt 7 L+ fi
— e € IXO, T — o0
T Bk (€ |
onde,
dw(k) wi (k) w; (k) 1 d?w(k)
= "t = D= 10
T P T S
Sejam
1 1
AN=Imk™, = Ref (11)
Entao
1 x :
B(&1)] ~ e Se=€/4Pt (gfixo,t — o0) (12)
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» Para a F-KPP linear, d;u(x,t) = 8%u(x,t) + u, a substituicdo do
modo de Fourier e~*!*+** fornece a relacdo de disperséo

w(k) =1(1 — k%) (13)
e usando as equacoes (??),
U}_KPPZQ, )\*:1, Rek*:(), D:D:1 (14)

Substituindo estas em (??) e considerando como C.I. funcao delta,
temos

oz, t) = ! el /4t (15)

VAt




_ \GFPAEI

# Na pratica, unico caso relevante para C.l.s ndo inteiras € quando
estas tém polos no plano complexo, o que corresponde a
p(x,t =0) ~ e % parax >> 1. Seja ¢(k) com um pélo em k = £/,
entao deformando a integral em k para incluir o p6lo temos que
¢(x,t) tem uma contribuicdo da forma

|€zw(k’)t—|—zk’m| _ e—A(a:—v(k’)t) com \ = Im k' (16)
onde
Imw(k’
(k) = —— E{, ) (17)

é a velocidade do pacote.
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» Escolhemos uma Unica velocidade do pacote tomando o valor de
Re k' que maximize Im w(k),

wi(k) com duwilk) — Imd—w =0. (18)

k; ‘k:k’ ok, |k:k’ dk k=K’

Venv(A = ki) =

O comportamento desta funcao é tal que
\
it 1".‘

) st /

in} A" A

alll. i
=
-‘H‘-l‘-u.

O minimo de v,,,, cOm respeito a \ € a velocidade de
espalhamento linear v*!
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» Para frentes de onda viajantes da forma ¢(x — vt),

V() = @ (A= k) (19)

com Im (w/k) =0

v>v ik, =w, =0, D; =0
. s 20
v < v : k. # 0 (solu¢des espacialmente oscilatérias) 0
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# Na analise anterior vimos gque no limite £ — oo e t fixo,

AT

d(r — 00,t =0)~e M = ¢z — 0o,t) ~e”

Na analise do ponto de sela, usamos o limite ¢ fixo e ¢ — oco. Estes
limites n&do comutam. Tentemos entender a competicao e o
cruzamento das partes exponencias e das contribuicdes de ponto
de sela. Na regiao dominada pelo ponto de sela, tinhamos

1
VAar Dt

enquanto, no referencial &£ movendo-se com velocidade v*, na
regiao de grande &, o perfil € dado por

6_)\*’56_’52/4Dt‘$<k*)‘ (21)

[¢(€, )] ~

(&, 1)| =2 Ae e Wenv (M) =7 (22)

onde A é a forﬁa do g(’)lo da condiﬁéo inicial.
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# O cruzamento se da quando as duas expressoes se encontram.
Igualando os fatores das exponenciais e fazendo &., = veot,
resulta, para os termos lineares em ¢,

R N vgo/4D = —Meo + AlVeny(A) — v7] (23)

Veo = 2D(X — X*) £ 2D/ (A — A*)2 — A[veno(A) — v*]/D  (24)

sinal de v., vem do sinal de A — \*. Assim, o ponto de cruzameto
para uma “cauda”’ com taxa de decaimento A > \*, move-se para a
direita e para A < \*, move-se para a esquerda.




-Illllllllllllllllll'l
— / welocity 1.,
w 1
=y —ATE — E’,.-’cht ) Int
=
=AlE + [t {A) = v*)t]
/ X AT
&

In [@(€, 1)

/

X~ €/4Dt~ S int

x _","['E + E“mu-{-” = 'U“:lf]

-




_ \GFPAEI

» Pela importancia das cond. iniciais com A > \*, chamamos estas
de cond. iniciais abruptas, tal que:

lim ¢(x,0)er ¥ =0 (25)

r—00

» Concluindo,
De acordo com a dinamica linear, condicdes iniciais com taxas de decaimento
exponencial A maiores que \* levam a perfis que espalham-sa assintéticamente
com a velocidade de espalhamneto linear v*. Condicées iniciais com A menores

que \* evoluem em perfis que avancam com velocidade Ve, > V™.
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» Seja vsente(t) a velocidade de instantanea da frente
apropriadamente definida. Para propagacao de frentes em estados
linearmentes instaveis, existem somente duas possibilidades, se
comecarmos com condicdes iniciais abruptas,

[I] Vas = iMoo Virente(t) = v* & frente “puxada”
[i]] vas = limy— o0 Vrente(t) = vT > v* & frente “empurrada”
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¢
# Quando uma eg. dinamica admite um estado estacionario estavel

¢ = cte aléem do estado instavel ¢ = 0, entdo esta equacao
também admite solucdes de frentes viajantes do tipo

¢(z,t) = (&), cOM § =z — vt.
# Supondo existir uma familia de tais solucoes, esta devera incluir
uma solucao de frente uniforemente viajante ¢,~ (&) movendo-se

com velocidade v*, para a qual a frente assintéticamente
convergira no regime “puxado”.

» Para uma velocidade arbitraria v, as solugdes ¢, () irdo a zero
exponencialmente para grande £. Assim,

Oy () & aje”ME ¢ aze_)‘2£ + . (& — o00) (26)

onde as raizes \; sao positivas e ordenadas (0 < A\; < \9).




SolGoES e EEs e /. |

# Destacamos que para v > v*, A\ < A* enquanto que Ay > \*.

# No minimo da velocidade, i. €., quando v = v*, estas duas raizes
coincidem. Neste caso, temos gue

G (1) ~ (a1€ + CL2)6_>\*g + CL3€_>\3€ + - (& — 00) (27)
ou seja, considerando os termos dominantes, temos

dor () & (a16 + ag)e ¢ (28)
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» Sejaa F-KPP com f(u) = u — u?,
Opu(x,t) = 0*u(x,t) + u — u? (29)
com condicoes iniciais

1, x <0
u(z,0) = < (30)
e 0T x>0

\

u = 1 € um estado estavel. Como vimos, a solucao da parte linear

de (29) é
w(z,t) = / DY o () e o)t 1)
C

271

onde w(y) é a transformada de Mellin do kernel linear (9% + 1) e
define a relacao de dispersao da eq. linearizada.
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» Atranf. de Mellin das cond. iniciais é ug(v) =1/ 4+ 1/(7v0 + 7).
Como antes, temos que

_
.

() = Vg4 (32)

Ye

temos trés casos:

() 70 < 7.. dominio das condicdes iniciais. A integral (31) é
dominada pelo polo em v e u ~ e 0EHv )+t @ g velocidade
da frente € v_ > v, = w(70)/70-

(ii) v > .. dominio do ponto de sela. Agora,

u ~ e el Tee)l e 4 = o) = W) /e
(ii)) vo = v.. dominio das condicoes iniciais e do ponto de sela.

UV = Uy
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# Substituindo as expressdes para 0S casos anteriores na expressao
(31), temos, no limite t — oo,

(
e~ 5 seryy <
w(z,t) ~ 4 0= (33)

Consideraremos, agora, somente as solucdes para vy > 7. €
Investigamos como a frente atinge o comportamento assintotico.
Para isso, seja 0 ansatz na vizinhanca da frente,

w(z,t) = °G (f + c(t)> e (E+e(t)) (34)

t—00 &

onde ¢(t) € uma fungao subdominante do tempo (com respeito a
Vgt).
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» Sejaaeq. BK,
Oy N = ax(—0r)N — aN? (35)

onde L = log (k*/A%¢p), x € o kernel BFKL,

X(7) =2¢(1) —¥(v) —v(1 =) (36)
e x(—0r) € um operador integro-diferencial que pode ser definido
como
1
x(=01) = x(70)1 + X (70) (=0 = %01) + 5x"(30)(=0L = %1)" +---

(37)
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# A parte linear de (35) é resolvida como

d _
N(k,Y) = / L No(y)e T Eraxa)Y (38)
271
comY — te L =log(k*/Ajcp) — «. No limite L grande,
N(k,Y =0) ~ k~2 que corresponde a propriedade de
transparéncia de cor da QCD e fornece vy = 1. O limite L pequeno
ou negativo implica em QCD n&o-perturbativa e a dindamica é
desconhecida. Apenas supomos que N (k,Y = 0) é limitado neste
limite.

» .= 0,6275... e portanto estamos no caso (ii) visto anteriormente
(70 > 7e)




_ dw
Mas v, = Z£| , de onde temos que

Ye

YeX (7e) = X(Ve) (40)

Usando a aproximacao “difusiva” da BK, i. €., truncando a série
para x(—3dr) em ordem 2, temos que a eq. nao linear se torna

1
Oy = —vg0LN + Sax"(ve) (0L + V1)’ N — aN? (41)

a qual se reduz a F-KPP apoés algumas trocas de variaveis.
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Assumindou =N, z = L e t = Y temos que 0 ansatz que descreve a
solucao linearizada de (41) é

N(LY) = YoG(z)e relE=vg¥)+e(Y)) (42)

Y —o0

onde » — &tel) _ (L=vgY)+e(Y)

ta yo
Substituindo esta na parte linear de (41), obtemos uma E.D.O. para

G(z),

%C_VX//(}/C)Y_O‘G//(z)+(CkZYO‘_1—é(Y))G’<Z)+Ya—1<,YCC-(Y)Y_CV)G<Z) — 0

(43)
Paraa=1ec(Y) = g, os diferentes termos contribuem igualmente e
temos

ax"(1e)G"(2) + 52G'(2) + (Bre — 5)G(2) = 0 44)
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O comportamento assintotico de G(z), com z — oo, deve ser tal que o
ansatz para a frente subassintotica encontre a condicao inicial para

r — o0. Isto é satisfeito para 5 = 3/(2v.). A solugédo G(z) = 0 para

z = 0 fornece

2 2 ~ ]
_ —z%/(2ax" (vc)) 45
G(z) = A\/X”( 3 ze (45)

Em termos de L = log(k*/Q*(Y)) e Y, a eq. (42) se torna

Hhemne A\/ax s (am) (@)

B 1 2 k2
w e 20X ()Y log (Q%(Y))

(46)

onde a escala de saturacéo é definida como

a X(e)

Q2ﬁ;i _ Q2 _ Y——logY
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» Win van Saarloos, Phys. Rep. 386, 29 (2003).
# S. Munier e R. Peschanski, Phys. Rev. D 69, 034008 (2004).
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