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Relatividade e Cosmologia

Aula No10
Horacio Dottori

10- Momento-Energia

Veremos nesta aula a ampliagdo como os conceitogmdervacdo do momento linear e da energia obéssic
integram-se numa grandeza relativista unificadbaabém surge deste tratamento a relativizagédo do
conceito de massa.

Se considerarmos o vetor posi¢do no espaco-tersf@eeim vetor de 4 componentes, 0 tempo e as trés
dimensdes espaciais, = (1, X, Y, Z),que podemos colocar corg = (Xo, X1, X2, X3).

Qualquer referencial inercial (ou acelerado, satpss prescricdes para tratar estes sistemas) vem
identificado no e-t de quaisquer outros observadpoe uma trajetéria no 4-espaco. Porem uma cuwaae
familia mono-parameétrica, e um parametro adequaddnepresenta-la é o tempo proprio deste refexenci
em questdo. Na figura 1 representamos uma trgetimim as bolinhas verdes simbolizando diferentes
valores de.
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Podemos entéo, definir as derivadas das coorderadaslacdo ao parametroo que fornece um vetor
tangente a linha mundo do observador, como resytss tomar limites, da figura 2,.
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O quadri-vetor resultante desta definicdo podelegvado do vetor velocidade classico e do fator de
Lorentz. Ele é chamado quadri-vetor velocidetie = (dxa / dt), com a = 0, 1, 2, 3entio:

dt/dr =y,

10.1
dx/dr=dx/dt.y=v.y 0

Multiplicando pela massa da particula, e tende@enta quey pode-se expandir paws<1 usando
(1 +x)J" =1+ n.x + o(X), onden = -1/2e X = \#, obtemos que:

m.dt / dt=m. y. 10.2
Se fizermos a aproximacgao

m.y ~ m.(1 +1/2 ¥ + o(\)) 10.2.1,

Vemos que o segundo somando a direit@éesgia cinética classicda particula. Nada mais l6gico que
identificar a expressao:

E=m.dt / dr.

com aenergia da particula relativistavVemos da 10.2, que se v = 0, ainda fica o tarmmterpreta-sen
entdocomo a energia da particula em repouso.




Para 10.2.2 teremos apds multiplicar por m que:

Pi=m.dx/dr=m.v .y 10.3,
Que interpretamos como 0 a componente i-éssinmaaioento linear relativistico da particula
O vector momento total € dado por:

P=myv 10.3.1
Vemos que para velocidades <<1 ele identifica-se cmomento linear classiconas para velocidades

grandes o momento classico cresce linearmentearim que o momento relativista cresce proporciaryal
a medida que nos aproximamos da velocidade d®hsdefinicbes e da 10.1, desprende-se que:
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O quadri-vector composto pela energia e os 3 mwaénchamado dguadrivector Energia-Momento

E importante mencionar que no denominadoy da 10-3,intervém a velocidade total do sistema, ndo a
componente particular que estamos tratando, come ger facilmente derivado da consideracédo detqu es
valor intevem na definicdo da energia.

As unidades do vector E-M s&o de massa no sistemadptamos no qual ¢ = 1.

A energia em repouso da particula, se c tive-sgadeis cgs ou mks, e dada pela conhecida férmula de
Einstein:

E=m.¢c
Uma outra algebra que se pode fazer é o calculo de:

E2. p2
Substituindo as expressdes correspondentes tereos qu

E?-p®=(m.y)*- (M.v; .y)* ou substituindo,
=m> (1 - v°) .y? ficando finalmente

2Ep’=m? (10-4)

Que nos diz primeiramente que o espaco E-M é hifiedbe que uma particula, quando acelerada, a
variacdo de seu estado de movimento é feito dertah a conservar o médulo do vector E-M.

Se uma particula é acelerada a partir de velocidqulese nulas até velocidades relativisticas, tsyem
situacao da figura 10-3.



Figura 10-3

Na primeira das 10-3, a particula esta paradacmrEnergia € paralelo a banda amarela, que &Enteea
massa, e da mesma magnitude que a mesma. A zedaa®’fa em cada caso o que seria 0 modulo do vector
soma de E e P se o0 espaco E-M fosse euclideo.fngae na estrutura do E-T relativista, a soma
hiperbdlica é constante e igual ao vetor amaredta (epresentacdo € devida a W. A. Shurcliff e €
apresentada no livro de Taylor e Whed&pace Time PhysicsEditores W. H. Freeman, New York, 1998.
Ela permite visualizar a estrutura hiperbdlicaalad de papel de estrutura euclidea).

Revertendo a férmula 10-4, obtemos a express@oelgiaem funcdo donomentcee damassada particula.

E*=m’+ P 10-5)

(Compare com o caso classico, onde a relacdo ermamnento é dada por E Z#m!.)

¥=Maomento y=Energia

Figura 10-4



Na figura 10-4 vé-se a estrutura hiperbdlica dgrmima M-E. A curva que mostramos em cor magenta
corresponde a um valor de m = 3. Todos os pontasiida, indicados pelas setas pretas, correspoadem
esse mesmo valor da massa. A comparacao desta €igor a anterior permite visualizar melhor o sendid
férmula 10.5.

Finalmente entdo podemos concluir que a energigaéta temporal do vector Momento-Energia e o
momento a sua parte espacial, como é facil deasgddfinicdes.

10.2-Sistemas de particulas

10.2.1-Conservacédo do M-E e suas consequéncias

O quadrivector M-E do sistema se conserva em médlitecdo e sentidasto implica que a parte temporal
(a energia) e as trés componentes do momento seream independentemente.

Sob este postulado, a massa de um sistatifarénteda soma das massas individuais das particulas que
compoem o sistema. Como veremos a continuacao sardassistema de particulas depende do estado
cinematico deste conjunto.

Se considerarmos o sistema de particulas da figargual as particulas tem massa=n8, com velocidade
vi =15/17 e m=12 com y = -5/13 respectivamente, como uma possivel soldadoteracdo, que respeita o
postulado anterior teremos o resultado da figur&:10
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Figura 10-5

Esta figura corresponde a um sistema em coliséog ecnostrado na figura 10-6:

8 m, v=15/17 12 m, v=-5/13 8 m,v=-6/10 12 m,v=16/20

Figura 10-6

Na 10-5, a figura do extremo esquerdo é o sistenes aa colisdo. Como vemos a massa do sistema €
diferente da soma das massas individuais (ja queédulo do vector M-E total. Calcule este val@mo
o vector M-E deve-se conservar, a massa totalstiensa conserva-se também.

Neste particular caso nos também arrumamos 0s gadasonseguir a conservagao das massas indiduai
(ou seja a identidade das particulas que partaipala colisdo foi preservada). Mas o postulado de
conservacao do quadri-vector M-E néo proibe outnagposicdes desde que preservem a soma dos
momentos (P = 10 ) e a soma das energias (E Pa0kxemplo uma solucao provavel é vl =-5/13 e v2
15/17. A energia e momento sdo E1 = 14, P1 = -5; E@, M2 = 15. As massas resultantes desta
composicéo sdo obtidas d&€P = nt, ou seja que temos respectivamenterh3,07 e m=5,57.

Em patrticular, se uma das particulas resultantesldsio tem 0 momento igual a energia, teremosaque
mesma tem o mddulo do quadri-vector M-E = 0, ga aanassa da particula € m = 0, estamos em peeseng
de um foton. As primeiras experiéncias que mostraeainteracdo de um féton com particulas materiais
foram desenvolvidas por Compton em 1922. Na expeidede Compton o fotoptransmite E-M a um

eletron e ele mesmo sae numa direcdo diferente dhebada com uma frequéncia diferente (menoraque
inicial.

Outro aspecto a salientar é qué® importa qual seja o observadogue descreve o sistenaamassado
mesmo deve s@onservada Por exemplo, vejamos um par de particulas idasten colisdo. Analisamos a
colisdo a partir do centro de massa das mesmasimaléeelas.

A particula 1 tem E1=20, e a massa m1=8,7, P1=18

A particula 2 tem E2=20, e a massa m2=8,7, P2=-18

Segundo o desenho seguinte:



M2=8,7
E1=20 E2=20

A

P1=1¢ P2=-18

Figura 10-7

A massa resultante para este sistema € a seguinte:

Es=) Ei=El+E2=40, Ps=) P =P +P, =0, daguiMs=40 (Figura 10-8).

P2=-18
E2=20
M2=8,7
Mszdo Fig 10-8
M1=8,7
E1=20

v

P1=1¢



Se analisarmos o sistema a partir da massa d#diFeg. 10-9), ela vé o centro de massa com \eaxoie
igual e sinal oposto a que ela tem em relagdo ammePor tanto vera a particula da esquerda com uma
velocidade igual a soma relativista das duas védalgs, isto € a do centro de massa em relagcéoeaaetia
particula da esquerda em relacdo ao centro de sias€a moédulo duma destas velocidades é
v=P/E=18/20=0,9. Por tanto a soma relativista &%(0,9+0,9)/(1+0,9x0,9)=0,994.

O O

Fig. 10.9
M1=8,7 M2=8,7
V1=0,994 V2=0
E1=M1y=8,7x9,14=79,5 E2=8,7
P1=V1 My=79,023 P2=0

A energia e 0 momento resultantes do sisten’t‘ssé:z Ei =8856, Ps=79,013de onde a massa resultante

do sistema Ms=39,99, igual, dentro dos erros delandamento, ao valor deduzido para a massa émsist
medido do centro de massas.

10.3- Fétons, energia sem massa.

Como a velocidade do féton é c=1, e como a veldedia particula é

V =E/|P|,
isto indica que o cociente

E/|P| =1, ou sejaE*~P*=0=m=0

por tanto a massa do foton (ou de qualquer paatiput viaje a velocidade da luz) deve ser nulaagrama
E-P de um féton é o seguinte (Fig. 10-10):
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No desenho usamos a cor vermelha para a Energiateromomento e a cor azul para a diagonal. €ilair
amarelo no centro da diagonal € usado para sinab@imassa nula do féton.

(Nota: Talvez seja este o caso mais flagrante déradicao entre a geometria hiperbdlica correspontgea conservacao da
Energia-Momento E2 -P?= m2) gue no caso é estritamente nula e o teorema tdgdétas (geometria euclidea)

E?+P*=H? que corresponderia a hipotenusa do tridangulo, gée fm nenhum sentido fisico dentro dos conce#os d
Relatividade Especial.)

3.2- Interacao de Particulas e fotons

Compton foi o primeiro, em 1922, a estudar a ig@oade raiogy com particulas, no caso com elétrons. Se
supomos um féton incidente sobre um elégomrm repousdP, = 0), de massa

m, = 0,51IMev= 911x10"**kg, com a energia do fétonv = m_, qual sera segundo as nossas definicbes a
massa do sistema?. Teremos seguindo as definigtEsaue (seguir na Fig. 3.11):



ZEi =2m,

2R =R+P =0+P =0+E, =m,, (Fig. 3.11)

por tanto a massa do sistema sera:
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Constata-se aqui que a conservacao do quadriviedibimplica que, mesmo o féton ndo tendo massa, um
sistema de uma particula mais um féton tem umaamaasr que a da particula em questao.

Nesta interacéo o féton transfere energia a p#atiese produz umspalhamentdscattering) tanto do féton
resultante como do elétron. O angulo do espalhamed € sempre o0 mesmo para diversas repeticdes da
mesma experiéncia. Vamos supor que ouve um rgpaleamento e que o foton voltou na direcdo caatrar
a que vinha inicialmente e o elétron na opost& &Fat).3-12, antes e depois)

> Q Q (Figura 3-12)

Féton incidente

Elétron em repouso Foton retorna (Energia menor).

Elétron saicom R 0




Se assumirmos equiparticdo de energia entre o &toalétron apos a interacdo, das equacgdes
E,=E; +E, =2m,

P.=P +P,=m,

teremos com a condicdo de equiparticéo,

P.=P,=m /2

E.=P.=m/2

E.=m,(2-1/2) = 15m,

v, = 05/15= 033

Outras solucdes sdo possiveis.

3.3- Criacdo de pares de particulas a partir de radcéo y

E simples de se ver que ndo podem ser geradasartizufa e uma anti-particula com a Gnica interéienc
de um foton. Com efeito, como o foton tem P = Egma das massas das particulas resultantes deseria
nula, o que ndo acontece ja que nao existe maga#vee Por tanto “o sistema” inicial deve estanposto
por um féton e uma outra particula, outro agent&e“gjuda” a que 0 momento do sistema inicial seja
diferente em modulo que a energia inicial, paresepter a massa do sistema distinto de zero. Se esta
condicdo se cumpre ainda cabe uma outra pergwtda,ger igual a energia do foéton incidente exatéene
igual a soma das massas das particulas resulta#ntesposta @do. Um diagrama simples ajudara a

visualizar esta resposta. Suponhamos que queremosim pare e, faz-se incidir um fétory com
energiakE = 4m_ sobre um elétron.

Desta forma teremos que a massa
da particula resultante é

m’ = (E.+Ey)* -P/ =9, ou sejaa
massa m=32m,_ +m,, .

Um Unico féton ndo pode gerar un
par jA que mesmo tendo a energig
suficiente, pela conservacgéo do M
E, o momento e a energia resultante
devem ser iguais em médulo, o que
leva a que a Unica possibilidade
seria o foton inicial g, ) decair em

dois fotons §, + y, ) a soma de

cujas energias deve conservar-se
Se quisermos gerar um par (P+,P;
a partir de P+ (ou P-) devemnos
sempre ter um féton cuja energia
seja pelo menos 4P.
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Massa de sistemas de foétons

Como o momento tem direcéo, um sistema de 2 fdémasa resultados diferentes, dependendo do angulo
entre a direcdo de ambos fétons. Suponhamos ungeaslocomo o da figura. 2 fétons da mesma energia
colidem com um anguléd genérico. Supomos um dos fétons movimentando-siregao X:

Se a energia de cada féton € E, a energia e mordent
sistema sera:

J E.=2E
/ Ps, = P.(1+ cosf)
Ps, =Psind

Ps* = P%.(1+cosd)? + serg” = 2P?.(1+ cosh)

A massa do sistema sera:

m® = 4.E? - 2P? (1+ cosd)

Se os fétons viajam paralelos no mesmo senfidoQ, a massa do sistema é nula. Se
6 = n, os fétons viajam em sentido contrario, a masssisfema m=2E. Para
gualquer outro angulo vale a formula acima.



